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Wstęp
Praca ta w całości poświęcona jest następującemu równaniu funkcyjnemu
^ 2  f {x  + *V) = \K\oc(y)g(x) + \K\h(y), x , y  G 5, (*)
A eh'
gdzie (S, +) jest półgrupą abelową, K  jest skończoną podgrupą grupy automorfizmów S,  symbo­
lem \K\ oznaczamy liczbę elementów grupy K,  X  jest przestrzenią liniową nad ciałem K G {M, C} 
oraz f , g ,h:  S  —► X,  a : S  —► K.
Inspiracja do badania równania (*) płynie z wielu źródeł. W teorii funkcji specjalnych bada 
się funkcje if-sferyczne (zobacz [35]). Funkcja / :  G —> C, /  ^  0, jest funkcją -sferyczną jeśli 
istnieje taka niezerowa funkcja g : G —* C, że
/  g{x +Xy)d^(X) = g(x)f(y),  x , y e G ,
Jk
gdzie (G, +) jest grupą lokalnie zwartą, a K  zwartą podgrupą grupy automorfizmów G z unor­
mowaną miarą Haara /v, (funkcja /  spełnia wtedy równanie
[  f {x  + \y)dfi(X) = f (x) f (y) ,  x , y&G) .
J k
Równaniu funkcji if-sferycznych poświęcone są m. in. prace W. Chojnackiego [11], H. Stetkaera 
[33] czy H. Shin’ya, [26].
Równanie (*) jest uogólnieniem równania funkcji /f-sferycznych w przypadku skończonej grupy 
K.  Ponadto równanie (*) jest wspólnym uogólnieniem wielu klasycznych równań funkcyjnych. 
Biorąc K  = {id}, a  =  l, f  = g = h otrzymujemy równanie Cauchy’ego
f ( x  + y) = f ( x )  + f (y),  x , y  £ S,
z tym samym K  przyjmując f  = g = a, h = 0 (X = C) jego wykładniczą wersję
f ( x  + y) = f{x) f (y) ,  x , y e S .
Ogólnie w przypadku K  = {id} mamy
f ( x  + y) = a(y)g(x) + h{y), x , y  G S
i to równanie znajdziemy m. in. w monografii J. Aczela ([1 , Theorem 3.1.3.1]).
Jeśli S  jest grupą, to biorąc K  = {id, —id} oraz a  =  1, f  = g = h równanie (*) redukuje się do 
równania funkcjonałów kwadratowych
f ( x  + y) + f { x  - y )  = 2f {x)  +  2/ ( 2/), x , y  e S.
Pozostając przy powyższych grupach S  i K,  przyjmując a  =  1, f  = g, h = 0 dostajemy równanie 
Jensena
f ( x  + y) + f ( x  - y )  = 2f (x) ,  x , y  € 5,
przy a  =  1, /  =  g h(y) =  y £ S  otrzymujemy równanie Drygasa
f ( x  + y) + f ( x  - y )  = 2 f ( x )  + f (y)  + f ( - y ) ,  x , y  € S,
a w przypadku /  =  g, h = 0 równanie Wilsona
f ( x  +  y) + f ( x  - y )  = 2a(y) f (x) ,  x , y  e S.
Inne szczególne przypadki równania (*) odnajdziemy w pracach W. Fórg-Roba i J. Schwaigera 
[14] oraz Z. Gajdy [16], gdzie autorzy badali rozwiązania równania
J 2  f ( x  +  Ay) = \K\ f (x) f (y) ,  x , y € G  
a e K
dla funkcji f  określonej na grupie przemiennej (G, +) i o wartościach w ciele o charakterystyce 
nie będącej dzielnikiem liczby \K\. Podobnie w serii prac H. Stetkaera [29], [30], [32] autor badał 
ciągłe rozwiązania zespolone następujących szczególnych przypadków równania (*)
N- 1
f { x  + u>ny) = Nf(x)g(y) ,  x , y  G C,
71=0
N- 1
^ 2  f ( x  + u]ny) = Ng(x ) +  Nh(y),  x , y € C ,
71=0
gdzie u; oznacza pierwiastek stopnia N  z jedynki.
Celem tej pracy jest podanie pełnego opisu postaci rozwiązań równania (*) czym zajmiemy 
się w Rozdziale 1. Nasze badania podzielimy na dwa główne przypadki. Pierwszy, gdy a  jest 
funkcją stałą i drugi z niestałą funkcją a.
Rozdział 2 w całości poświęcony jest problemowi stabilności równania (*). Podobnie jak 
poprzednio i tutaj osobno rozpatrujemy przypadek stałej funkcji a  i osobno przypadek, gdy 
funkcja a  nie jest stała.
Dziękuję Panu dr. hab. Romanowi Badora za cenne uwagi dotyczące tej pracy.
ROZDZIAŁ 1
Uogólnienie równania funkcjonałów kwadratowych i równania 
Wilsona
1.1. W stęp
W pracy [31] H. Stetkaer rozważał następujące uogólnienie równania funkcjonałów kwadra­
towych
f { x  + y) + f {x  + ery) = 2/(x ) +  2f(y),  x , y e G ,
gdzie a jest takim automorfizmem grupy abelowej G, że a2 =  ido, f ,  g- G —* C.
Ten sam matematyk w innej swojej pracy [32] rozwiązał równanie funkcyjne 
, JV-1
T7 Y ,  f ( z  +  o j n O  = .9(2) + MC).
n =0
gdzie N  € {2,3 ,...} , u  jest pierwiastkiem z jedynki stopnia N,  a funkcje f , g ,h:  C —> C są ciągłe. 
Badaniem rozwiązań równania funkcyjnego
J 2 f ( x  + Xy) = Lg(x)h(y), x , y £ G :
A €A'
gdzie (G, +) jest grupą abelową, K  jest skończoną podgrupą grupy automorfizmów na G, 
L = \K\, f , g ,h:  G —> C, zajmowali się W. Fórg-Rob i J. Schwaiger ([14]), Z. Gajda ([16]),
H. Stetkaer ([29], [30]), R. Badora ([6]). Równanie to wiąże się z równaniem funkcji sferycznych
J  ^ <p(x + Xy)dX =  tp(x)if(y), x , y  G G,
gdzie (G , +) jest lokalnie zwartą grupą abelową, K  jest zwartą podgrupą grupy automorfizmów 
na G, dX oznacza unormowaną miarę Haara na K,  które jest rozważane od wielu lat w teorii 
funkcji specjalnych (A. Wawrzynkiewicz [35]).
1.2. Uogólnienie równania funkcjonałów kwadratowych
W całym tym podrozdziale będziemy zakładać, że (5 ,+ ) jest półgrupą abelową, K  jest 
skończoną podgrupą grupy automorfizmów S, L \K\ i (H, +) jest grupą abelową.
Zajmiemy się znalezieniem rozwiązań f , g , h : S —*H  równania postaci
/ ( z  +  *y) = Lg{x) +  Lh(y),  x , y  € S.
A € K
Przypomnijmy najpierw definicję operatora różnicowego.
DEFINICJA 1.2.1. Niech f : S —>H oraz h 6 S. Wówczas symbolem Ah oznaczać będziemy 
operator działający następująco:
A /J(x) = f ( x  + h ) ~  f (x) ,  x e S .
Dla n G N symbolem A£+1 oznaczamy złożenie
A l +1= A h o A l
Mamy również następującą własność operatora różnicowego
Fakt 1.2.2. Niech f : S —> H , h € S  orazn 6 N. Wówczas
A £/(z) =  ^ - l r - Q / O r  +  ift), X € 5.
Skorzystamy z twierdzenia i wniosku udowodnionego przez S. Mazura i W. Orlicza [23], 
uogólnionego przez D.Z. Djokovića [13]:
T w ierdzenie 1.2.3. Załóżmy, że (H , +) jest jednoznacznie podzielna przez (n +  1)! dla pew­
nego n G N. Niech spełnia równanie
A"+1/(u )  =  0, u ,v  e  S.
Wówczas istnieją A q e  H  i k-addytywne, symetryczne odwzorowania A^-. S  —> H, 
k 6 {1, . ..  ,n} takie, że
f (x)  = Ao +  Ai(x) +  . . .  +  An(x , . . . ,  x), x e  S.
W niosek 1.2.4. Załóżmy, że (H , +) jest jednoznacznie podzielna przez (n +  1)! dla pewnego 
n G N. Niech f , g : S ^ H  spełniają równanie
Av f ( u )  = g(v), u , v e S .
Wówczas istnieją Aq G H  i k-addytywne, symetryczne odwzorowania A^ : S —> H, 
k G {1,. . . ,  n} takie, że
f (x)  =  A 0 +  Ai(x) +  . . .  + An(x , . . .  ,x), x  G S, 
g(x) = n\An(x , . . . ,  x), x  G S.
Rozpoczniemy od udowodnienia kilku pomocniczych lematów.
Lemat 1.2.5. Dla każdego ti e  N zachodzą równości
t ( ~ V n- k f y v  = 0, n ^ l ,  (1.2.1) 
=  (1.2.2)
D ow ód . Najpierw udowodnimy indukcyjnie równość (1.2.1).
Dla n = 2 mamy
^ ( _ l ) n - f c  Q  ki = _ 2 . i +  i  . 2 =  o.
Załóżmy, że (1.2.1) zachodzi dla liczb 2 ,n. Ponieważ
*(’, £ 1) = (,,+1)( * - i ) ’ kE{1..... ">•
to
l ) »  -  ( n + D  "  j )  =  ( n + i ) E ( - i r ‘ ( ” =  0 .
Stąd, dla i G {1, . . . ,  n — 1}, mamy
71+1 /  1 l \  Tl+1
E M r - f r V  = +d (fc 1 = 
■ (“+1)Ś (- ir ‘0 (fc+1)1 - ("+ Ś  fr)*" ■ 
- ("+1)£ (- i r *® +("+1)£  P  £ (- ir_t > " "
- ( » + i ) E  W ż ( - i r * ( ; V - °1 \  ••v /  t 1m=l \  /  k = 1
Teraz wykażemy indukcyjnie równość (1.2.2). Dla n — 1 oraz n = 2 mamy
D - l ) 2- ‘ Q *2 =  4 - 2  =  2.
Załóżmy, że (1.2.2) zachodzi dla pewnego n € N \ {1}. Korzystając z (1.2.1) otrzymujemy
E ( - D n+1- fc( n £  =  (" + 1) E ( - i ) n+1" fc( fc!  i ) =
-  (" +1)  ś (- ^ 6 )(ł+:i r  -  (" + 1 ) £ (- i r ‘ ©  l„ &)*■ -  
=  (n +  1) 2  p y i) "~t  ( * ) * ”  =  (n + 11 £ (_1)" ' ‘ ( * ) * "  =  (n +  1)!'
□
Lem at 1.2.6. Załóżmy, że (H, + ) jest jednoznacznie podzielna przez n! dfa pewnego n £ N. 
Mec/i x \ , . . .  , xn ę. H  będą takie, że
n
y, klXi =  0, k G { 1 , . . . ,  n}.
»=1
Wówczas x\ =  . . .  =  xn = 0.
DOWÓD. Zauważmy najpierw, że dla grupy (H, +) z jednoznacznej podzielności przez n\ 
otrzymujemy jednoznaczną podzielność przez k\ dla każdego k 6 {1 , . . .  , n}.
Udowodnimy ten lemat indukcyjnie.
Dla n =  1 mamy x\ =  0. Załóżmy, że lemat jest prawdziwy dla n — 1, n  > 1. Na mocy lematu 
1.2.5 mamy
0 =  x > ‘*< =  = nlav
fc=l \  /  i= l  i= l  fc=l \  /
Stąd xn =  0 oraz
n—1
^  klx-i = 0, f c e { l , . . . , n } .
7 =  1
Z założenia indukcyjnego otrzymujemy 
Xi — ...  — x n—\ — 0 — x n , 
co kończy dowód. □
Lem at 1.2.7. Załóżmy, że (H , +) jest jednoznacznie podzielna przez L\. Niech dalej dla każde­
go k 6 {1, . . . ,  L} : S  —► H  będzie odwzorowaniem k-addytywnym i symetrycznym, f : S —+H 
będzie funkcją daną wzorem
f(x)  = Ai(x)  + . . .  + AL{x , . . . , x ) ,  x  € S.
Wówczas funkcja f  spełnia równanie 
53 / ( x +  Ay) =  Lf (x)  +  53 /(Ay), x,y e S
A€K  A€K
wtedy i tylko wtedy, gdy
^ 2  Ak( x , . .. , x , \ y , . .. , \y )  = 0, x , y  G S, 1 < i < k < L.
A e K  ' r '
Dowód. Najpierw pokażemy, że dla x , y  €  S  mamy
53 f { x  +  Ay) -  53 /(*0) “ L/(x) = 53 53 53 ( k\ A k ( x , . . . , x , \ y , . . . , \ y
\€K  A6A' A€A' i= l  fc=i+l V /  ' * '
Istotnie, zachodzą następujące równości
53 f ( x  +  X y )  -  53 /(Ay) -  Af(s) =
Aetf AeA'
L
= 53 5 1^ (35 +  ....... * +  Ay) -  Ak{Xy,. . . ,  Xy) -  Ak(x , . . .  ,x)] =
xeKk=i
L fc -l
= 53 5351 f j W 1.... ......... ĄyJ=
X e K k = 2 i = l  V /  vt
^ f k \= 53 53 53 ( )4fc(x,...,z,Ay,...,Ay), x,yeS\
AeK i=l fc=i+l W  ' r '
Z powyższej równości otrzymujemy więc, że jeśli
E Ak(x , ..., x, Ay,..., Ay) = 0, x , y  e S ,  1, < i  <  k < L,
AeK *
to funkcja /  spełnia (1.2.3).
Załóżmy teraz, że /  spełnia równanie (1.2.3). Wówczas
53 53 53 f -^Ajb(x,...,x,Ay,...,Ay) =0.
Ae K  i= i  k=i+1 W  '  r  '
Dla każdego i e { l , . . . , L - l }  definiujemy funkcję gi'. S  x S  —> H  wzorem
9i{x,y) := 53 53 | ; | 4 ( i r- . , i , .Ai / , . . . ,Ai / ) ,  i , y £ 5 .
\ e K k = i + i  W  ' J '
Ponieważ
gi(x,my) — Tn'gi(x,y), m  e N, x , y  G S, 1 < i  < L -  1,
(1.2.3)
to dla m G N oraz x ,y  G S  mamy
L - i  L - i
^  m lg.i{x, J/) =  E  S»(x ’ m y) = °- 
i= i  i= i
Na mocy lematu 1.2.6 otrzymujemy
9i{x, y)  =  0, x, y G 5 , i G { 1 , . . . ,  L  —  1}.
Teraz, dla każdych i G {1,. . . ,  L  — 1}, j  G {1,. . . ,  L — i}, definiujemy funkcję 
tlij • S  x S  —► / /  wzorem
V) := ( ) ^  > ^i+jO^ł - - ■ i x, Ay,.. • T Ay)T x, y £ S.
\  1 /  \ zk  ' ?
Ponieważ
hi'j(mx,y)  =  wPhitj{x,y) ,  m e N ,  x ,y  G 5, 1 <  j  <  L -  i, 1 <  i <  L — 1, 
to dla m G N, x , y  e  S, 1 < i < L -  1 mamy
L - i  L - i
^  TnJ h t J ( x , y )  =  h i j ( m x ,  y )  =  g i ( m x , y )  =  0. 
j= l j=l
Na mocy lematu 1.2.6 otrzymujemy 
hi,j{x,y) =  0, x , y  e  S, 1 <  j  <  L -  i, 1 <  i <  L -  1, 
a więc
Ak{x, . . . ,  x , Xy , . . . ,  X y) =  0, x , y  G S, 1 < i < k < L,
A £ K  ' ? '
co kończy dowód. El
Pokażemy teraz jaki jest związek pomiędzy rozwiązaniami równania (1.2.3) a operatorem 
różnicowym A.
T w ie r d z e n ie  1.2.8. Niech f : S —>H spełnia równanie (1.2.3), g: S  —> H  będzie dana wzo­
rem
L i (^)
sOO := -  1 3 ( - l ) Ł-11 3 / (  1 ]  ^ x ), x e 5 ’
»=o j = i  utKi'j
gdzie K ij c  K  są parami różnymi zbiorami takimi, że \Klj \  — L — i 
dla j  G {1, . . . ,  , i & {0, . . . ,  L } . Wówczas
L A y f ( u ) = Lg{v), u, v G S.
Ponadto
g(Xx) = g(x), A G K, x  G S. (1-2-4)
DOWÓD. Zauważmy najpierw, że każde rozwiązanie równania (1.2.3) na półgrupie bez ele­
mentu neutralnego może być jednoznacznie rozszerzone do rozwiązania określonego na półgrupie 
z elementem neutralnym 0 przez położenie /(0) := 0. Możemy więc założyć, że (S, +) jest mo- 
noidem.
Ponieważ dla ustalonych A G K,  i G {0,. . . ,  L} każdemu j  G {1, . . . ,  (^)} możemy wzajemnie 
jednoznacznie przypisać k G {1, . . . , (^)} w taki sposób, że
i j  = Ki'ki
to dla x G 5  mamy
( i )  ( t )  ( i )
Ż  / ( 1 2  v * )  =  ] £ £ / (  Y ,  Vx ) = L Y , f (  S  /**)■ t1-2-5)
j —1 A s K  j = 1 A ę K  jt€A Kiyj itj
Ustalmy u,v € S. Niech
X i := u + iv, Vij := ^  fiv, j  e  { l , . . . ,  ( L \ ) ,  i e  {0, . . .  ,L}.
H€Ki'j W
Dla A G K,  i G {0, . . . ,  L}, j  G {1.. . . ,  (^)} rozważmy dwa przypadki:
(i) A" 1 G K id .
Stąd i ^  L. Niech k G {1,. . . ,  (j+j)} będzie taicie, że Ki j  =  Ki+i,fc U {A-1 }. Wówczas
Xi + \ y i j  = u + iv + ^ 2  Xfiv = u + (i + l)v + ^  \y,v = Xj+i +  Xyi+\,k-
n€Ki+i,k
(ii) A" 1 i  K ^ .
Stąd i ^  0. Niech k G {1, . . . ,  Qfj)} będzie takie, że .Ki-ijfc =  K-ij U {A-1 }. Wówczas 
Xi + \y i tj = u + iv + E  Xfiv — u + (i -  l)v + Xfiv = Xi-i + Xyi-i'k-
Z powyższych rozważań oraz równości (1.2.5) otrzymujemy 
L (^ )  L  (*0
o =  E  E  /(* i +  =  E ( - 1)L" i + E  =
i=o j =i aga: i=o j= i agk
L L 1 (L)
i= 0  \  /  i= 0  j=lAG/C
L L 1 (L)
=  L ^ ( - l ) L- <( L) / ( n  +  ii;) +  L x ! ( - 1)L' i E / (  E  ^ v )  = L ^ f { u ) - L g { v ) .
»=0 V * /  »=0 j = 1
Pozostaje do pokazania równość (1.2.4). Ustalmy A G K  oraz i £ {0, Wówczas dla
każdego j  G {1,. . . ,  (^)} istnieje dokładnie jedno takie k G {1,. . . ,  (^)}, że
■ i^jA — Ki,k■
Stąd dla A G K, x  G S  mamy
L i (^ )  L i  ( L)
p (ax) =  - x : ( - i ) ^ E / ( E  ^ * )  =  - E ( - i ) L_iE / (  E  a« o =
i=0 j=1 fj.€K itj i=0 j —1 p€Ki ' j  A
L 1 ( )^
=  -  E ( - 1 )L_‘ E / (  E  mz) = s (z )- 
i=0 j= l
□
Pełny opis rozwiązań uogólnienia równania Drygasa (1.2.3) podaje następujące
T w ie r d z e n ie  1.2.9. Załóżmy, że (H ,+ ) jest jednoznacznie podzielna przez (L +  l)!. 
Wówczas funkcja f : S —* H  spełnia równanie (1.2.3) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją k- 
addytywne i symetryczne odwzorowania Ak : Sk —> H, k G {1,...,1 /}  takie, że
f(x)  =  Ai(x)  +  . . .  4- A l (x , . . . , x ), x  G S,
5 3  Ak(x , . . . ,  x, Ay,. . . ,  Ay) =  0, x, y G 5, 1 < i < k < L.
X£K  ' 1 '
Ponadto wtedy
A l ((i x , . . . ,  px) =  A l (x , . . . ,  x), fi G K, x G S.
Dowód. Twierdzenie to jest konsekwencją twierdzenia 1.2.8, wniosku 1.2.4 i lematu 1.2.7.
□
Kolejne twierdzenie podaje postać rozwiązań uogólnienia równania funkcjonałów kwadrato­
wych.
TWIERDZENIE 1.2.10. Załóżmy, że {H,+) jest jednoznacznie podzielna przez (L + 1)!. 
Wówczas funkcja f : S ^ H  spełnia równanie
53  /(*  +  Ay) =  Lf(x)  + Lf(y) ,  x , y  £ S  (1.2.6)
A €K
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją k-addytywne i symetryczne odwzorowania A k \ S k —> H, 
k € {1,. . . ,  L} takie, że
f (x)  = Ai(x) + . . .  + AL(x , . . . , x ) ,  x £ S, (1-2.7)
53  Ak(x, . . . ,  x, Xy, . . . ,  Xy) = 0, x,y  £ 5, 1 < i < k < L, (1.2.8)
AG K  ;
A k(fix, . . . ,  ^x) =  Ak(x , . . . ,  x), x  £ 5, fi £ K,  1 < fc < L. (1.2.9)
D ow ód . Załóżmy, że /  spełnia warunki (1.2.7) -  (1.2.9). Z lematu 1.2.7 funkcja /  dana 
wzorem (1.2.7) i spełniająca warunek (1.2.8) spełnia równanie (1.2.3), natomiast warunek (1.2.9) 
daje nam
f (px)  = f (x) ,  fx £ K, x £ S, (1.2.10)
i dalej
L f { y )  =  5 3  /(a3/)’ V e s - 
A e /c
Stąd /  spełnia równanie (1.2.6).
Zauważmy, że jeśli /  spełnia równanie (1.2.6), to /  spełnia równanie (1.2.3) oraz (1.2.10). Istotnie, 
dla x , y  £ S, /j. £ K  mamy
W(V) = ~Lf {x )  + 5 3  f ( x  + Ay) =  ~Lf{x)  + 5 3 / ( ^  +  A/iy) =  Lf(py) ,
\ € K  \ € K
skąd dostajemy (1.2.10). Dalej Lf(y)  = £  /(Ay) dla y £ S,  a więc /  spełnia równanie (1.2.3).
A etf
Na mocy twierdzenia 1.2.9 otrzymujemy warunki (1.2.7) i (1.2.8). Pozostaje pokazać warunek 
(1.2.9). Ustalmy fi £ K.  Zauważmy, że 
L
0 =  f (nx)  -  f ( x )  = 5 2[Ak(nx, . . . , f i x)  -  Ak( x , . . . ,z)], x £ S. 
k=i
Dla każdego i £ {1, . . .  ,L}  definiujemy funkcję gi : S  —> H  wzorem 
pi(x) := Ai( f ix, . . . ,  fix) -  Ai(x, . . . , x ) ,  x £ S.
Ponieważ 
gi(mx) — m %g(x), m G N, x  £ S, 
to dla m G N, x £ S  mamy
L L
0 =  =  J^m'g i(x) .
i= l  i= l
Stąd, na mocy lematu 1.2.6, dostajemy 
gi(x) =  0, 1 < i < L, x £ S, 
co kończy dowód. □
Podamy teraz pełny opis rozwiązań równania będącego uogólnieniem klasycznego równania 
Jensena.
TWIERDZENIE 1.2.11. Załóżmy, że (H,+) jest jednoznacznie podzielna przez L\. Wówczas 
funkcja f  : S  —> H  spełnia równanie
£ / ( x  +  Ay) =  L /(x ), x , y G S  (1.2.11)
a e/c
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją k-addytywne, symetryczne odwzorowania A^: S k —> H, 
k £ {1, . . . ,  L — 1} oraz A q £ H  takie, że
f (x)  = A0 + Ai(x)  + . . .  + AL- i ( x , . . . , x ) ,  x £ S, (1.2.12)
Ak(x , . . . ,  x, Ay,. . . ,  Xy) = 0, x , y  £ S, 1 < i < k < L -  1. (1.2.13)
Ae* ------- ;------
D ow ód . Zauważmy najpierw, że jeśli funkcja /  spełnia warunki (1.2.12) i (1.2.13), to /  
spełnia równanie (1.2.11).
Zauważmy także, że każde rozwiązanie równania (1.2.11) na półgrupie bez elementu neutralne­
go możemy jednoznacznie rozszerzyć do rozwiązania na półgrupie z elementem neutralnym 0. 
Istotnie, dla x , y  £ S  mamy
1  53  / ( A» ) = f ( x y + f x^ ) = J 2  f ^ x + xv) = L J 2  /(/*&)>
A £A  AGA" /x€A \£fC A
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oraz
L / ( 5 3  =  5 3  5 3  x y ) =  5 3
A6K Metf AeA m€A'
Połóżmy /(0) := / (  Aj/) dla y € S. Łatwo sprawdzić, że rozwiązanie rozszerzone w ten sposób 
AgAT
spełnia równanie (1.2.11) dla półgrupy (S  U {0}, +).
Możemy więc zakładać, że (5, +) jest monoidem. Ponieważ
m o) = 53 /(A*)> y 6 5-
A € K
to funkcja /o := f  — /(0) spełnia równanie (1.2.3). Niech K i j  C K, j  e  {1, . . . ,  (^)},
i 6 {0, . . . ,  L}, będą zbiorami określonymi jak w twierdzeniu 1.2.8. Zauważmy, że dla x  G S, 
j  e  (i)}, i e  {0, . . .  , L  -  1} mamy
53 /»( 53 Xv x) =  53 / ( A 53 /**)-  L/ ( ° ) =  °-
A SA' AgA'
Z powyższej równości oraz (1.2.5) otrzymujemy
L 1 (^ ) L 1 (^)
^ 5 3 ( - 1 ) L _ 1 Ż ^ > (  5 Z  =  5 3 ( _ 1 ) L _ , i 3 5 3 / o (  5 3  V z )  =  o , * e s .
i= 0 j = 1 fi&K\,j (=0 j = 1 AeA"
Wówczas twierdzenie 1.2.8 zachodzi z 5 =  0. Na mocy twierdzenia 1.2.3, lematu 1.2.7 oraz kładąc 
Ao := /(0) dostajemy istnienie fc-addytywnych i symetrycznych odwzorowań Ak - S k —> H , 
A G {1, . . .  , L  -  1} takich, że zachodzi równość (1.2.12) i warunek
E Ak( x , . . . ,  x, \ y , . . . ,  Xy) = 0, x , y  <E S, 1 < i < k < L  -  1.v J
AGA" r
Pozostaje pokazać, że
53 Ak( \ x , . . . ,  Ax) =  0, x  e S, 1 < fc < L — 1. 
a g a
Dla każdego i e  {1, . . . ,  L — 1} definiujemy funkcję gi . S  —* H  wzorem 
9i(x) := £  ^4j(Ax,. . . ,  Ax), x ę. S.
\ € K
Ponieważ
gi(mx) — m %g(x),  m e  N. x £ S, 1 <  ż <  L — 1,
to dla m  G N, x  G S  mamy
L—i L - l  L
0 = 53 f ( K m x )) ~ Lf ( 0) =  53 13  A i (Hmx), • • • - A(mx)) = S*(ma0 = 53
A€A' A eic  1=1 1=1 i = l
Na mocy lematu 1.2.6 otrzymujemy
<7i(x) = 0, 1 < i < Z — 1, x G 5,
co było do udowodnienia. □
Głównym wynikiem tej sekcji jest następujące
TWIERDZENIE 1.2.12. Załóżmy, że (5, +) jest monoidem, (H , +) jest jednoznacznie podzielna 
przez (L +  1)!. Wówczas funkcje f , g , h : S - + H  spełniają równanie
53 f ( x  +  x v )  =  9 ( x )  +  H y ) .  x , y z s  ( 1 . 2 . 1 4 )
A e / f
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją k-addytywne, symetryczne odwzorowania A^: S k —> H, 
k G {1,. . . ,  L} oraz Aq, Bo G H  takie, że
f (x)  — Aq + A\(x)  +  . . .  4- A i ( x , . . . ,  x), x  G S, (1.2.15)
g(x) = B0 + LAi(x)  + . . .  + LAl (x ,  . ..  ,x), x  G S, (1.2.16)
h(x) = LAq -  Bo + i4i(Ax) +  . . .  +  53 Ai (Xx , . . . ,  Ax), x G 5, (1.2.17)
A € K  A€ K
5 3  Ak(x , . . .  ,x,  Ay,. . . ,  Ay) =  0, x , y GS ,  1 < i < k < L. (1.2.18)
a e K  ' r '
D ow ód . Łatwo sprawdzić, że jeśli zachodzą równości (1.2.15) -  (1.2.18), to funkcje f , g , h  
spełniają równanie (1.2.14).
Załóżmy, że funkcje / , 5,/1 spełniają równanie (1.2.14). Zauważmy najpierw, że 
Lf (0 )=g(0)  + h(0),
L f i x ) = ff(x ) + h{0) = g(x ) -  5 (0) +  L f ( 0), x G 5.
Stąd otrzymujemy
g{x) = Lf ( x)  -  L f ( 0) +  <7(0), x G 5. (1.2.19)
Mamy również
h(y) = -9(0)  + 53  /(Ay), y G 5. (1.2.20)
A € K
Niech /o := /  — /(0 ). Z równości (1.2.19) oraz (1.2.20) mamy
Y i  f ° ( x  +  x v )  =  J 2  f ( x  + X y ) _ L/(°) = 9 ( x ) + %) -  L/(°) =
ASA A eK
= Lf{x)  -  L f (0)+g(0)  -  5 (0) +  £  /(Ay) -  L f ( 0) =  L/„(x) +  £  / 0(Ay), x ,y  G 5.
A ei<  a  e / f
Na mocy twierdzenia 1.2.9 istnieją /c-addytywne i symetryczne odwzorowania : S k ^  H, 
k G {1,. . . ,  L} takie, że spełniony jest warunek (1.2.18) oraz
fo{x) =  i4i(x) +  . . .  +  A l ( x , . . .  ,x), x G S.
Niech Bo := g(0), A q := /(0). Wówczas z równości (1.2.19) i (1.2.20) otrzymujemy równości 
(1.2.15) -  (1.2.17). □
1.3. Uogólnienie rów nania funkcjonałów  kw adratow ych i rów nania W ilsona
W całym tym podrozdziale będziemy zakładać, że X  jest przestrzenią liniową nad ciałem 
SC G {IR, C}, (G, +) jest grupą abelową, K  jest skończoną, abelową podgrupą grupy automorfi- 
zmów G, L  := \K\.
Zajmiemy się wyznaczeniem rozwiązań f , g , h : S —> X , a : S —* C równania postaci 
f ( x  +  =  La{y)g(x) + Lh{y), x , y  G S.
X € K
Skorzystamy z twierdzenia dotyczącego funkcji -sferycznych
T w ierdzenie 1.3.1 (Shin’ya [26, Corollary 3.12], Kannappan [22], Czerwik [12], Sinopoulos 
[27], Chojnacki [11]). Niech (G, +) będzie abelową grupą topologiczną lokalnie zwartą, Hausdorf- 
fa, K  będzie zwartą grupą topologiczną Hausdorffa będącą podgrupą automorfizmów na G. Niech 
dalej fi oznacza unormowaną miarę Haara na K. Jeżeli <p G C[G) jest niezerowym rozwiązaniem 
równania
/  <p(x + \y)df i( \)  = <p(x)<p(y), x , y £ G ,
Jk
to istnieje ciągły homomorfizm x  ■ G —► C* taki, że
ip(x) =  /  x(Ax)d//(A), x  G G.
Jk
Jeżeli jest ograniczone, to za x  możemy wziąć ciągły homomorfizm G w okrąg jednostkowy. 
Wykorzystamy również następujące lematy
Lemat 1.3.2. [2, Lemma 14.1] Niech U będzie zbiorem niepustym, n  e  N. Wówczas funkcje 
0 - * C  są liniowo zależne wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich x i , .. ■ , xn € fi
f i {xi)  f i ( x 2) . . .  f i {xn) 
f i (x i )  /2  (*2) f 2{x„) _ Q
/ 71(^ -1) / 71(^2) fni%n)
LEMAT 1.3.3. [19, Lemma 29.41] Niech G będzie grupą, n £ N, funkcje ipi , . . .  ,ipn \ G —> C* 
są różnymi homomorfizmami. Wówczas ip\ , . . . ,  V’n są liniowo niezależne.
W celu ułatwienia zapisu wprowadzimy pewne oznaczenia.
D efinicja 1.3.4. Niech m: G —> C* będzie homomorfizmem. Symbolem Ko oznaczać bę­
dziemy zbiór Ko {A G K  : m  o A =  m}.
Z definicji tej łatwo dostajemy
Lemat 1.3.5. Niech m: G —> C* będzie homomorfizmem. Wówczas zbiór Ko jest podgrupą 
grupy K.
D efinicja  1.3.6. Niech m: G —> C* będzie homomorfizmem. Symbolem K \ oznaczać bę­
dziemy zbiór reprezentantów warstw grupy ilorazowej K/Kq  (każda warstwa jest reprezentowana 
jedynym reprezentantem z K,  warstwa Ko jest reprezentowana przez id ).
L em at 1.3.7. Niech m : G —> C* będzie homomorfizmem. Wówczas zbiór {m o  A : A £ K \]  
jest liniowo niezależny oraz K  = Kq o K\.
D ow ód . Na mocy lematu 1.3.3 jeśli {771 o A : A 6 K \)  byłby liniowo zależny, to 
77i o A =  77i o fi dla pewnych A,/i G K \, A ^  fi, a więc A o ^ _1 g Ko. Stąd \K q  — fiKo, co daje 
nam sprzeczność.
Równość K  — Ko ° K \ wynika wprost z definicji. □
Pokażemy teraz pewne twierdzenie mówiące nam o postaci i pewnych własnościach funkcji 
K -sferycznych.
T w ierdzenie  1.3.8. Niech <f. G —> C, ^  ^  0, spełnia równanie
E  +  Ay) =  L<p(x)<p(y), x ,y  £ G. (1.3.1)
Ae/f
Wówczas istnieją homomorfizm m: G —> C* oraz 0 \ £ C*, b\ £ G, A G K \ takie, że
1 
Lip(x) = y  5 3  m(Xx),  x  G G, (1.3.2)' A€ K
£  I |Xl1' ^ 0, (1.3.3)
A€^i [  0, K o,
m { x ) =  5 3  /?A^(z +  fcA), x £ G. (1.3.4)
Ae/fi
D o w ó d . Biorąc topologię dyskretną na grupie (G, +) oraz miarę liczącą na K  podzieloną 
przez L mamy spełnione założenia twierdzenia 1.3.1. Stąd istnieje homomorfizm m: G —> C* 
spełniający (1.3.2).
Na mocy liniowej niezależności zbioru {771 o A : A G K \ )  oraz lematu 1.3.2 istnieją b\ £ G, \  £ K\  
takie, że macierz [w(Ai)#1)]Ai/te/t-1 ma wyznacznik niezerowy. Istnieją więc j3\ £ C*, A G Ki  będące 
rozwiązaniem układu (1.3.3).
= TF1  2 3  m (^x) =  i i / i  i js i 5 3  m (^x) 23  =lK o | łrfJfn |Ko| | A l | , ^  vtT'-
Zauwaimy, że
1 5 3  m(Mx) =  — -L
MeA'o 1 01 ł*'1'n€K AeA'i
=  53 & T  23 m (Mz +  &a)) =  53 + h ) ,  x EG,
\eKi fi<=K AeA’i
co dowodzi (1.3.4). □
Teraz zajmiemy się uogólnieniem równania Wilsona.
W przypadku zespolonym mamy
T w ierdzenie 1.3.9. Załóżmy, że X  jest zespolona. Odwzorowania f : G —*X,  f  ^  0, 
<p: G —> C spełniają równanie
5 3  f i x  + Ay ) = L<p(y)f(x), x , y e G ,  (1.3.5)
A € K
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją homomorfizm m  \ G —► C*, € X , k-addytywne i symetryczne 
odwzorowania : Gk -* X , k G {1,. . . ,  |/Col -  1}, A G K i takie, że
<P(X) =  T 53 m (Aa?), x  G G, (1.3.6)
AeA
l* o l - l
f ( x ) =  13  m ( A®) [ ^+  53  A$(x, . . . , x)],  x e G ,  (1.3.7)
AeA'i »=i
53 A%(x, . . . , x ,ny,  . . . , ny )  = 0, x , y  G G, X G K\,  1 < i < k < |/f0| -  1- (1.3.8)
/*€Ao ' r '
Dowód. Pokażemy najpierw, że powyższe funkcje spełniają równanie (1.3.5). Załóżmy, że 
funkcje /  i <p są określone wzorami (1.3.6), (1.3.7) oraz  spełniają warunek (1.3.8). Zdefiniujmy 
funkcje g ^ : G —> X,  fj, G K\  wzorem 
Itfol-i
g ^ x )  := A% +  53 A$(x , . . . , x ) ,  x Z G ,  n e K \ .  
i=i
Na mocy twierdzenia 1.2.11 dla każdego / / e i f i  odwzorowanie spełnia równanie 
53  9»(x + ery) =  l-fToM*)’ x e G.
Stąd mamy
53 f { x  +  Ay) =  53 23 ” *(M* + Ay))g»(x + Xy) =
X&K \€Kn£Ki
=  23 23 23 rn(nx)m(fj.aXy)gtt(x +  aXy) =  53 23 rn{nx)m{fiXy) 53 +  vXv) =
A€/łTi <r€/Co i A£/fi frSA’o
20
= 53 53 m{iJ,x)Tn{fi\y)\KQ\g^x)  = 53 53 'm (n x)m (fj .X y)gll( x )  =
A e A ^ e A i  A eA /ieA i
= L<P(v) 53 T n (n x )g n {x )  =  L ( p ( y ) f ( x ) ,  x  G G.
Załóżmy, że /  i <p spełniają równanie (1.3.5). Ponieważ / ^ 0 ,  to </? ^  0. Zauważmy, że dla 
x , y , z  G G mamy
£ 53 + nz ) f ( x ) = 5 3  E / ( * + A( y+ =  53 53 f ( x + + ^ )  =
Aę A AęA
=  5 3  Llf ( z ) f ( x  + a2/) =  LV (z M y )/(z )-
AeA
Biorąc taki x G G, że /(x ) 7^  0 otrzymujemy, że </? spełnia równanie (1.3.1). Z poprzedniego 
twierdzenia dostajemy (1.3.6). Również korzystając z poprzedniego twierdzenia zauważmy, że
\K i\ 53 f { x  +  cry) =  5Z m (py)  53 / W ( z  +  P_ 1 M ’ x , y e G .  (1.3.9)
(T€A'o p€ K  v€K\
Istotnie, mamy
1^ 11 53 f i x + ° y ) =  53 53 /^ (^ )/(^ + ^ ) =
(7€Ao AęfC
= 53 53 53 P u f o v W i * + m/(*+ Ay) = 
= 53 53 53 53 t /v w l* + x v + p x b » + m  =
A eA > eA i j/eA i PeA  ^
= 53 53 53 /vw (v+ pW (*+/°m  =
peA  jłeA i 1/6A'l
= 53 53 0um{p~1y)f(x+pbu) = J2m(py) 53 /w(® + p_1m> x,ytG,
p e K  i/eA'i peA  i/eA i
co pokazuje, że  f  i <p spełniają równanie (1.3.1).
Dla każdego t  E K \ zdefiniujmy funkcję <?r : G —► X wzorem
0r(*) :=  7^ - 7— v 53 &  53 / ( * +  ^ ^ 6,,), x G G.
i m (T I ) 4 * i  alK o
Stosując równość (1.3.9) otrzymujemy
L m (T X  +  T y ) 53 5r(a; +  o - y ) =  53 L tti{t { x  +  a y ) ) g T{x  +  a y )  =  
ctEAo (t€/Co
= 53 53 ^  53 /(z+^y+pt_1m  = 53 ^  53 53 /(^+^+^^^^) =
<r€Ao v£.K\ p€Kq i/£K\ p£Kq <7€Kq
= P *  53 rFT 53 "»(/*& + #”■*M) 53 ^/(*+/* =
t/e Ai peA0 /ieA <reAi
= 53m(^ y) 53 53 53 /W(* + /*-1M =
n€K i>&Ki p€K0 1 1 1  ae/Ci
= 53m(^)jirj 53 A/m(/iT_1&„) 53 /W(® + M-1k) =
t^e/C 1' *■' i/€Ki <t€Ki
= |/f0| 53 m(MT3/) 53 /woz+ r~ V_1w  =
n€Ko a€Ki
= \Ko\m(ry) 53 ^  53 + ^T_1^ )  =  l^°l ' -Łm(rj/)m(rx)5r (i) , x E G, t  £ K v
<reKi (i£Ko
Stąd
53  ffr(z +  <ry) =  \Kq\9t{x), x e G , t  € K i. (1.3.10)
<t€Kq
Na mocy twierdzenia 1.2.11 dla każdego A G K i istnieją /c-addytywne, symetryczne odwzorowania 
A% : S k -» X , k G {1,. . . ,  \K0\ — 1} i A& G X  takie, że 
Itfol—1
3a(x) = ^o+ 53 ^ ( x , . . . , x ) ,  x g G,  
i= l
53 Ak(x, . . . ,x, f j .y, . . . , f j iy) = 0, x, y G G, 1 <  i <  k <  |tfol -  1- 
/x€/c0 ' “ '
Zauważmy, że
l  53 m(Ax)^ (x) = 53 53 p * 53 /(* + ^ -1w  = 53 ^  53 /(^ + =
Ae/fi xeKi ueK! <reK0 i>eA'i AeK
=  53 PvLip{bv)f{x)  = Lm(0) f (x)  = Lf{x),  x  G G,
co kończy dowód twierdzenia. ^
Dla przypadku rzeczywistego mamy
TWIERDZENIE 1.3.10. Załóżmy, że X  jest rzeczywista. Odwzorowania f : G —>X, f  ^  0, 
<p: G —► R spełniają równanie
' £ f ( x  + \ y )  = L<p(y)f(x), x , y e G ,  (1.3.11)
\ € K
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją homomorfizm m: G —> C*, .Ag, -^o £ -^ "i k-addytywne i syme­
tryczne odwzorowania A%, Bk : Gk —■> X , k G {1,. . . ,  \Kq\ — 1}, A G K i takie, że
IK o l-1
/0*0= 2 3 ( R e m ( X x ) i A o +  23 A i ( x '
\ € K i  i=l
\Ko\ - l
— Im m(\x)[BQ + 53 x € G, (1.3.13)
i=1
53 Afc(x,. . .  , x , f i y , . . .  ,ny) =  0, x ,y  G G, A G K \, 1 < i < k < |/fo| -  1> (1.3.14)
H€K0 ' “ '
53 ^ ( * 1  • • ■ • • • -M2/) =  x,y G G, Ag .Ki, 1 < i < k < |ATo| -  1. (1.3.15)
^6A '0 '  r  ”
Dowód. Podobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia łatwo sprawdzić, że funkcje 
określone wzorami (1.3.12), (1.3.13), spełniające warunek (1.3.14) spełniają równanie (1.3.11). 
Załóżmy, że /  i tp spełniają równanie (1.3.11). Ponieważ / ^ 0 ,  to ip ^  0. Zauważmy, że dla 
x, y, z G G mamy
L ^ 2 < p { y + n z ) f { x ) = 53) £ / ( *  + x ( y + / * * ) )  = 23 2Z  f ( x  +  x v + p z) =
jiGA" fłG K AGA' n € K  AGA"
= 23 L( f ( z ) f ( x  + a2/) = L 2 <p(z ) < p ( y ) f ( x )-
ag a :
Biorąc i G G  taki, że /(x )  ^  0 otrzymujemy, że ip spełnia równanie (1.3.1). Zachodzi więc teza 
twierdzenia 1.3.8, skąd dostajemy (1.3.12), a także korzystając z (1.3.3) i (1.3.4) otrzymujemy
l-^ iI 23 f ( x  +  a v )  =  23 23 Re{0vm{py))  53 f { x  +  c r p ~ Xb v ) ,  x , y & G ,  (1.3.16)
<7GA'o pGA'i i/GA'i a € K o
0 =  53 23 Im (Pvm (py)) 23 /(x  +  0-/y- 1M , £,y  G G. (1.3.17)
Istotnie, dla x, y G G mamy
l^ il 23 /(x + ay) = 23 Re ( 23 ^ m(A )^)/(x + Ay) = 
= 23 23 23 Re ( P n P M x b n +M/(*+ Ay) =
A€/C
= 23 23 23 23 (£/*&)/(*+ Ay+ pa&„+ =
AG/l y,ę.K\ v€K\ p€/C
= 23 23 23 Re ( / ^ Mv + + pM =
/oG/f l ię . Ki  u & K i
=  23 23 Re ( P v m { p ~ l y ) ) f { x + f b v )  =
p £ K  v£ K i
=  23 23 Re ( P v m ( p y ) )  23 /(  ^+ ^ -1^).
p£K\ vE.K\ <?€Kq
a także
0 = E Im ( E Pnrn{Xb^))f{x + Xy) =
A G/C /aG A’i
=  5 3  53  53  Im +  M /f a  +  xv) =
AG/C/iG ^ i l'GA i
= 53  53  5 3  E  7Im (^^)/^+^+^^+/^) =
x e K n e K i u e K i  Pe K  ^
= 53  1 3  5 3  Im (PM < p (v +  ^ / i ) / (*  +  /°^) =
psa- /te/fi veKi 
=  5 3  5 3  Im Wvm{p~ly) ) f (x  +  pb„) -
p € K v € K i
=  1 3  1 3 Im ( ^ m (w )) 53  / ( x +
p € K \  i/eA'i cr€Ko
Dla każdego t  £ K \ zdefiniujmy funkcje gT,hT: G —> X  wzorami
0r (i)  := 53  Re t ^   ^ 5 3  f { x  + aT~lbv), x  e G,
4 ^  Lm(rx)
l i
u&Ki " m( ' *'*€*>
Stosując (1.3.16) i (1.3.17) otrzymujemy
hT{x) := 53 Im 7— r—\ 53 f ( x  +  aT ^ ) ,  x € G.L— L m ( T x )  —
5 3  ffr (x  +  a y )  =  |i fo |5 r (® ) , x , y e G ,  t G K i ,
<t€A'o
53 Mz + ^ y) = l^ olM®), z,yeG, re^i.
trGiCo 
Istotnie, mamy
|t f , |  £  9 t (x +  A!,) =  |A i| £  £  R* L m ,H x  + At/)) ^  +  ^  +  =
As/Co Aelfc ^eA'! +  Ay))
=  ^  Re L m ( r ( x  +  y ) )  ^  l i^l 53 /(* + % + ^ M )  =i/£A'i -+- y)) a€Ko X(_Kq
= ^  Re Lm(H.x + v)) ^  53 E  R e ^ m ^ y  + cTr-1^ ) ) )  53 f ( x  + Xp~H
i/GA'i '  '  (tG/Co pGA'i f i € K i  A gK o
= E  Re r 53 53 Re (/v^w M ^-1^)) 51 /(x + A/°-1M+
i/eATi m(r(x  y)) ii€Ki AeAo
-  5 3 Im ?- 1^°^  ^ 53 1 3 Im d 3^ m ( p y ) T n ( p T ~ l b >' ) ) 53 /(x + v _1M =
i / e A j  ^ m n x  + y>) peKl  M 6 / r i  a s a - o
= l*o| 53 E  Re (w rT i+l)) ^  P M p r ~ l b u ) )  E  /(* + v 1^ ) =peA l MSATi vm \T \x  - t -  y ; j  Agń-o
(1.3.18)
(1.3.19)
= |*„| - 1^1 Ę  R* E  / ( * +  >■ *- %)^ Ki 'Lm(T{x + y ) y  XeKo
= |tf0| • Iffil E  Re t 4 S  E  /(*  + A t"1^ )  =  lATol • \Ki\grix), x  6 G.
„etfi L m \ TX) \ £ Kq
Podobnie
\Ki \  E  M *  +  *y) =  l* il E  E  Im L m M x  +  \u ) )  ^  f ( x  +  Xy +  a T ~ 1bv) =Ae/Co Aetfo veKi LiTn{T{x +  Ay))
= £  Im L m M x  +  y )) 5 2  l^il E  f ( x  +  X(y +  a T ~ % ) )  =  
i/e K i a e tfo  Aeifo
= ^  Im W r f x  +  ?/n 53  E  E  Re ( P M p (v +  v t ~ % ) ) )  E  / (*  +  XP ~ % )  =
uGKi \ \  + y>><T£K0 p€Kl ^ K \  AeK"o
= 53  Im T E  E Re (/?/.m(py)m(pT-16„)) E  / ( x +  V _1M +
„i*! +  W) pt^i „ i* , Ai^o
+ 53 Re 53 E  Im ( ^ m(w )m(pr_1^)) E  / ( x + xp ~ \ )  =
i/e/Ci +  2/ ; ;  peA:i Me/fl A€Xo
=|Ko1 S .  S , M  5 ,  ^ m(PT" K)) S . / ( I + X f ' X ) =
=  \K0\ - \Kt \ E  Im  E  / ( *  + A t_ 1 M  = l ^ o l  • | t f i | M * ) .  x  G G.nCKi L>m{TX) XeKo
Na mocy twierdzenia 1.2.11 dla każdego A G K i istnieją fc-addytywne, symetryczne odwzorowania 
A%, Bfc: S k —► X,  k G {1,. . . ,  \K0\ -  1} i A$, Bq G X  takie, że 
|t f o l - i
5a(x) =  ^ +  E  A?(x , . . . , x ) ,  i G  G,
1 =  1
E  Ak(x > • • •, W, • • •, w )  =  0, x, y G G, 1 < ż < k < |/f0| -  1,
Me/Co ' J '
|/Co|—i
h\(x) = B$ + E  Bi ( x > •■■.*). ar e G, 
i=l
E  •Sjtl1 - • •. ,x, / /y, .. . ,fiy) — 0, x , y e G ,  1 < i < /c < |/f0| -  1- 
n£Ko ”j
Zauważmy, że
E  R e fn{Tx)gr {x) — E  Im  m(Tx)hT(x) = 
r e f f i  r e / f i
= 2 3  [R e m (n )  2 3  Re Lm ( rx ) ^  /(^  +  <TT_1^ ) +
tG A 'i v € K i  c&Ko
- I m  m{rx)  2 3  Im ^  v 2 3  f(?  + ° T~l M ] =
=  E E Re ( ^ ( t i ) ^ ^ - ) 23  f ( x  + (TT-%) =
re A 'i v £ K \  '  '  ctGKo
=  E  E  E  ( f ) / ( * + ^ . ) =  E  E M i i / i ' + ' W "
tG A 'i <tGA'o v & K \  AG/f J'GA'i
= 2 3  Re = m(0)f (x)  = f{x), x  EG,
v£ K i
co kończy dowód twierdzenia. El
Z powyższych dwóch twierdzeń mamy następujący
WNIOSEK 1.3.11. Odwzorowania f ,g:  G —» X, <p: G —> K, /  ^  0 spełniają równanie
23  / ( x  +  Ay) =  Ly>(y)p(x), x ,y  EG , (1.3.20)
aga :
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje homomorfizm m : G —> C* iafci, że 
</p(x) =  y?(0) — 2 3  m (Ax), x  E G,
AGA'
oraz
(i) jeżeli X  jest rzeczywista, to istnieją A$,B$ E X , k-addytywne i symetryczne odwzorowania 
A%, B%:Gk ^  X,  k £ {  1 , . . . ,  |K0| -  1}. A € Ki takie, że
\Ko \ - l
f (x)  = ip(0) 2 3 ( ^ m ( A x ) [ ^ +  23 ^ ( x ,  . . . ,x) ]+
Ag A'i *= 1
|K o |- l
-  Im m(\x)[BQ + 2 3  B i ( x , . . .  ,x)]), x  E G,
i=l
\Ko\ - l
g(x)=  2 3  (i*em(Ax)[4 +  2 3  ^ ( * ,  ••■.*)]+
AGKi *= 1
| t f o |- l
— Im m(Ax)[Bo +  2 3  ■ ■■< ®)1)> x  E G,
i—1
23  A%(x,. . . ,  x, fiy, ■ ■ ■, ny)  =  0, x , y  EG,  A E Ki,  1 < i < k < |ATo| -  1,
H&Ko j
2 3  Bk i x . • • • ,x,  f iy, . . .  ,ny) =  0, x ,y  € G, A G Ki, 1 < i < fc < |-Ko| -  1»
/i6tfo ' ; '
(ii) jeżeli X  jest zespolona, to istnieją ,4g e X , k-addytywne i symetryczne odwzorowania 
A% : Gk —► X , k G {1. . . . ,  |ifol _ 1}) A S Ki takie, że
|A0 |-1
= 0) E  TO(Ax)[i4jJ + E  Ai(x ' • • • ’x)]’ x e G’
AeA'i i = i
|A0|-1
5(*) =  £  ™(Ax)[j4o+ Ai(x, . . . , x) ] ,  x e G ,  
a g A i  j = i
r  j4fc(x,. . . ,  x. My, • ■ • ,Ątj/) =  0, x,y e  G, A 6 A-!, 1 < ż < fc < li^ol -  1-
AiGAo ^
D o w ó d . Biorąc y =  0 w (1.3.20) mamy 
Lj{x)  — Lip(0)g(x), x € G.
Ponieważ /  ^  0, to g ^  0 i v?(0) ^  0 oraz 
^(°) E  5(x +  xv) = Llf (y)9(x ), x , y e G ,
AGA
skąd dla v?o := ^  mamy
E  s(x +  Ay) =  Z,<£o(y)s(z), x ,y  £ G, 
a g a
Na mocy twierdzeń 1.3.9 oraz 1.3.10 otrzymujemy odpowiednio (ii) i (i) tezę. □
Wyznaczymy teraz postać rozwiązań równania uogólniającego równanie Wilsona i Drygasa.
TWIERDZENIE 1.3.12. Odwzorowania f : G —* X , (p: G —> K, f  ^  0, ip ^  const spełniają rów­
nanie
E  f ( x  + Ay) =  Lip(y)f(x) + E  / ( a2/)> z, V € G, (1.3.21)
a g a  a g a
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje homomorfizm m : G —* C* taki, że
<p(x) = y  E  Wl(Ax), x G G. 
a g a
oraz
(i) jeżeli X  jest rzeczywista, to istnieją j4q, B q £ X , k-addytywne i symetryczne odwzorowania
27
A%, B%: Gk -> X,  k  G {1, ■ • • , \Ko\ - l } , A e  K i takie, że
\Ko\-l
f i x ) = 53  (-Re m(Ax)[>lo +  5 3  Ą*(®. • • • >*)]+
xeKi i= i
|* o | - i
-  Im m(Xx)[B$ +  5 3  Bi ( x y ■■■■> X)D “  53  Ao> x  e  G-
»=1 X€Ki
53 A%(x , .. . , x , n y , . . . ,n y )  =  0, x , y  e G ,  A G Ki, 1 < i < k < |/tr0| -  1,
fi€K0 ' 'I ”
53 B ^ ( x , .. . , x , f i y , . . . , ny )  =  0, x ,y  G G, X e  Ki,  1 < i < k < |K0| -  1,
H€K0 ' * ”
(ii) jeżeli X  jest zespolona, to istnieją Ag G X, k-addytywne i symetryczne odwzorowania 
A^ \ Gk —> X,  i G {1 ,. . . ,  \K0\ -  1}, A G Ki takie, że
\ K 0 \ - 1
f ( x ) =  5 3  m(Xx)[A^+  5 3  ^ (® . •••,*)] -  53  ^ 0 - x £ G,
\ € K i i= l  Aetfi
5 3  A%(x, . . . , x , n y , . . . , n y )  = Q, x , y e G ,  X G K it 1 < i < k < |/^o| -  1.
; '
Ponadto
53  /(Ax) =  Z,(y>(x) -  1) 5 3  A$, X e  G. (1.3.22)
A e K  AeA'i
Dowód. Biorąc i  =  Ow (1.3.21) mamy
53  /(Ay) =  Lp(y)f(0)  + ] T  /(Ay), y G G.
Ae/c a eK
Ponieważ <p ^  const, to /(0 ) =  0. Biorąc y =  0 w (1.3.21) mamy 
Lf(x )  = Lip(0)f(x) + L f ( 0), x G G, 
skąd dostajemy </?(0) =  1. Zauważmy, że
£v(») 5 3  / ( A») +  L 2 3  / ( Ax) =  2 3  Z ) + =
A etf ASK utKX&K
=  5 3  2 3  /(***+ Av ) =  2 3  /(^ x) + L 23  / ( Ay)’ x > 2/ e
h&k x &k  neK xeK
skąd mamy
L(ip(y) -  1) 5 3  /(M®) =  £(^(a0 — i) 23  / ( A^ )’ X’V e G’
fieK X&K
czyli
E f ( xy) = L (v(y) -  iM o, y e G ,  (1.3.23)
A €K
dla pewnej stałej Ao G X.  Stąd dostajemy, że funkcja f  ^  const. Wstawiając powyższą zależność 
do (1.3.21) otrzymujemy
E  f{% + Ay) =  Lip(y)f{x) + L(<p(y) -  1 )^,, x ,y  G G,
A €K
a stąd określając funkcję g: G —> X  wzorem g := f  + Ao dostajemy 
E  9 {x +  Ay) = L<p(y)g(x), x , y e G .
A €K
Korzystając z twierdzenia 1.3.9 i 1.3.10 istnieje homomorfizm m: G —> C* taki, że
= T E m(Ax)>
A6K
oraz
(i) w przypadku gdy X  jest rzeczywista, istnieją Aq,Bq G X , fc-addytywne i symetryczne od­
wzorowania Afc, Bfc: Gk —> X , k G {1,. . . ,  |ATo| -  1}, A G K \ takie, że
l*ol-i
9(x ) = E (Re m (Aa:)[^o +  E Ai( x ’ x)]+
\eKi i= l
l^ o l- i
-  Im m(Xx)[BQ +  E  B i ( x , . .. ,x)]), x  e G ,  
i=1
E  Ak(x , ■ ■ ■ ,x,(j,y, . .. ,fiy) = 0, x , y e G ,  A G K\,  1 < i < k < |if0| -  1,
»£Ko ' ; '
E  Bk(x,  . . . , x ,ny , . . . , f j , y )  = 0, x,y G G, A G K i, 1 < i < fc < |A^ 0| -  1, 
peiro ' r '
(ii) w przypadku gdy X  jest zespolona, istnieją Aq  G X, fc-addytywne i symetryczne odwzoro­
wania Afc: Gk —► X,  k G {1,. . . ,  |Kq\ — 1}, A G K\  takie, że
|A'ol—i
9(x ) =  E "»(Ax)[i4^+ E Ai ( x ,- --.a;)]. x e G ,
xeK i  *=i
E  -4fc(x,. . .  , x , f i y , . . .  ,ny)  =  0, x ,y  G G, A G K\,  1 <  i <  k <  | i f 0| -  1,
a ponieważ /(0) =  0 i g = f  +  i4o, to w rzeczywistym i zespolonym przypadku przestrzeni X  
mamy
Ao = g(0)=  £  A%,
Ae/fi
co razem z równością (1.3.23) pociąga (1.3.22) oraz daje nam postać funkcji / .  □
Z powyższego twierdzenia otrzymujemy postać rozwiązań wspólnego uogólnienia równania 
Wilsona i równania funkcjonałów kwadratowych.
W n io sek  1.3.13. Odwzorowania f : G  —> X , (p\ G —► K, /  ^  0, <p ^  const spełniają równanie 
53  f{ x  + M/) =  L<p{y)f{x) + Lf(y) ,  x , y  G G, (1.3.24)
A € K
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją homomorfizm m: G —> C* oraz A  G X  takie, że
lfi(x) — y  5 3  frc(Ax), X  G G,
A e /c
/(z )  =  (yj(x) -  1).4, x  G G.
D ow ód . Łatwo sprawdzić, że jeśli funkcje /  i <p spełniają powyższe warunki, to spełniają 
równanie (1.3.24).
Załóżmy, że /  i ip spełniają równanie (1.3.24). Biorąc x =  0 w (1.3.24) mamy
53  /(Ay) =  My)/(0) +  Lf(v),  V e  G.
\€K
Kładąc y =  0 w (1.3.24) mamy 
Lf (x)  = Lip(0)f(x) + L f { 0), x G G.
Jeśli y?(0) =  0, to /  =  /(0) i z powyższych równości /  =  0 co daje sprzeczność. Stąd, ponieważ
tp const, to /(0 ) =  0 oraz </?(0) =  1, a także f ( xv) =  Lf(y) .  W szczególności funkcja /
a  e K
spełnia równanie (1.3.21). Korzystając z poprzedniego twierdzenia mamy więc 
Lf ( x ) = 5 3  / ( ^ )  = L &{x ) ~  1M> x , y e G ,  
dla pewnej stałej A  G X.  □
Głównym wynikiem tej sekcji jest następujące
T w ierdzen ie  1.3.14. Odwzorowania f ,g,h:  G —> X,  (p: G —> K, /  7  ^0, ip ^  const, <^ (0) ^  0, 
spełniają równanie
5 3  f i x  + Xy) =  Lip{y)g{x)  + Lh{y) ,  x, y  G G,  (1.3.25)
A GA'
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją homomorfizm m: G —► C*, A, B  G X  takie, że
V{x) = ^ (0 ) i  53 m(Ax)> x e G, 
a g a '
oraz
(i) w przypadku gdy X  jest rzeczywista, istnieją Aq,Bq G X , k-addytywne i symetryczne odwzo­
rowania A%, B% : Gk —> X, k G { 1 , . . . ,  J A'o| — 1}, A G Ki takie, że
IA'ol-1
f { x )  =  ip(0 ) 53 iRe  m (Ax)[^  + 53 A i ( x > ■ ■ ■ ’ x)]+
Ag ATi »=1
IKol-1
-  Im miXx)[Bo + 53 B f { x , . . . ,  x)]) + A -  </?(0) 53 -^0’ x  e  G,
i = l  A € K i
|A'o|-l
9ix ) = 5 3  (R em (Ax)[^o +  53 A i ( x >■■■'x)l+
\ € K i  i= l
IA 'ol-1
— Im m(Ax)[i?o +  53 ^ (x’ • • • >x)]) + &  ~  53 ^ 0’ x € G,
i = i  A eK i
hix) = <p{x)i 5 3  A % - B )  + { A -  ipi0) 5 3  ^ 0). x e  G,
Ae/Ci AeATi
5 3  A )fe(x - . . . , x , n y , . . . , f i y )  = 0, x , y  e G, X G Ki,  1 < i < k < \Kq\ -  1,
Ko ' ; '
5 3  B%{x, . . . , x , f i y , .. .,fiy) = 0, x ,y  G G, X G Ki,  1 <  i <  k <  \K0\ -  1,
)i(żKo '■
(ii) w przypadku gdy X  jest zespolona, istnieją -Aq G X, k-addytywne i symetryczne odwzorowania 
A%: Gk -» X , k G { 1 , . . . ,  \K0\ -  1}, A G Ki takie, że
\Ko\ - l
f i x )  = <pi0) 53 ”i(A x )[^  +  53 Ai ( x >■ ■ • ’x) l + A -  ^(°) £  Ao>x e  g ,
AgA'i »=1 AG K i
IA 'ol-1
9 { x )  = 53 m(Ax)[^ 0 + £  Ai (x 1 • • • - X)1 + B  -  £  Ao, x  € G,
Ag A'i  j = l  AGATi
h(x) = </?(x)( 53 ^ 0 - ^ )  +  ( -^ -  v?(0) £  -4q), X G G,
Ag A'i  Ag A'i
53  A%{x,.. . , x ,ny ,  . . .  ,/zy) =  0, x , y € G ,  X G K\,  1 < i < k < \Kq\ -  1.
#i€Ko ' • '
D o w ó d . Biorąc i  =  0 w  (1.3.25) otrzymujemy
5 3  f{Xy) = Lip{y)g{0) +  Lh{y), y G G.
A e /c
Kładąc y =  0 w (1.3.25) mamy 
Lf ( x)  = Lp(0)g(x) +  Lh(0), i G G .
Stąd
^(°) 5 3  ^(1 +  Ay) =  5 3  “  -^ (° ) =
A e/C AeA'
= L(p(y)g(x) + Lh{y) -  Lh(0) =  Ltp(y)g(x) + 53  /(Ay) "  ^ ( y J s W  -  Lh(0) =
Ae/C
= Lip(y)(g(x) -  g(0)) +  <^ (0) 5 3  s(Ay)> x , y e G ,
A e /c
a więc funkcje go = g — <7(0 ), <^ o =  spełniają równanie
53  yo(^ +  Ay) =  L<p0(y)go(x) + 5 3  So(Ay), x ,y  G G. 
a e /c  AeA'
Na mocy twierdzenia 1.3.12 istnieje homomorfizm m: G —* C* taki, że
¥>o(z) =  7  53 m (Az), 1 6 G,
Ae/c
oraz
(i) w przypadku gdy X  jest rzeczywista, istnieją Aq,B q G X,  fc-addytywne i symetryczne od­
wzorowania Afc, Bk : Gk —> X,  k G {1 ,.. •, 1-fiTol — 1}> A G K\  takie, że
|/fo|-i
50 (z) =  5 3  (Re m(Az)[^o +  5 3  ^ ( * .  • • ■ 1 x)l+
AeA'i »=i
IICol-l
-Im m (A x )[5 o +  5 3  ^ ( x >• ■ • >x)l) _ 53  o^> x  e
i= l  AeA'i
5 3  A k (x , • • ■,x.  [iy,. . . ,ny)  =  0, x ,y  gG , A G /f i, 1 < i < k < |/fo| -  1, 
mG/Co \  '
5 3  -Sfc(x,.. . , x ,py ,  ...,/j,y) = 0, x ,y  e G ,  A G /f i, 1 < i < fc < |/fo| -  1, 
m€/c0 ' * '
(ii) w przypadku gdy X  jest zespolona, istnieją G X,  fc-addytywne i symetryczne odwzoro­
wania A%: Gk —> X,  k G {1,. . . ,  \K0\ — 1}, A € K \ takie, że
|A '„|-1
9o (x ) = 5 3  Tn(\x)[A$+ 53  Ai ( x > ■■•.*)] ~ 53  x  e  G,
AeA'i j=i AeA'i
53  A k(x > ■ ■ • iX./xy, ■ ■ • .ny) =  0, x,y  e G ,  A G Ki,  1 < i < k < |K0| -  1,
f i€Ko ~
Ponadto
53 5o(ax) = L(<po(x) - 1) 53 o^> x e G-
x e K  AeA'i
Stąd, przyjmując B  := <7(0), otrzymujemy postać ip i g. Ponieważ
Lf ( x)  = Lip(0)g(x) + Lh(0) =  L<p(0)g0(x) + L f ( 0), x  G G,
to przyjmując A  /(0 ) otrzymujemy postać / .
Zauważmy, że
Lh(x) = 53  / ( Ax) -  L<p(x)g(0) =  ^(0) 5 3  +  Lh(0) -  L<p(x)g(0) =
AeA- \ £ K
=  v>(0) 53 S0(As) + W(0) -  Ly?(x)y(0) = L(</?(x) -  y>(0)) 53 ^o +
a g a  AeA'i
+ Li4 -  L<^(x)B =  Ly(®)( 53  A% -  B) + L(A -  <p(0) Ao)> * e  G,
AeATi AeA'i
co pokazuje postać h i kończy dowód. □
ROZDZIAŁ 2
Stabilność uogólnienia równania funkcjonałów kwadratowych
i równania Wilsona
2.1. W stęp
Problem stabilności pojawił się w roku 1940 wraz z pytaniem S.M. Ulama:
Dane są grupa G \, grupa metryczna (G?,d), liczba e > 0 i odwzorowanie 
/ :  G\ —> (?2 które spełniają nierówność d(f(xy),  f (x) f (y) )  < e dla wszystkich 
x , y  G G\.  Czy istnieje wtedy homomorfizm h: G\ —> G2 oraz stała k > 0, 
zależna tylko od G1 i G2 takie, że d(f(x),  h(x)) < ke dla wszystkich x  G G1?
Częściową i pozytywną odpowiedź udzielił rok później D.H. Hyers ([20]) zakładając, że G1 i G2 
są przestrzeniami Banacha. Wynik Hyersa uogólnili niezależnie T. Aoki ([3]) oraz Th.M. Rassias 
([25]).
TWIERDZENIE 2.1.1. Niech X , Y  będą przestrzeniami Banacha, p < 1, 8 > 0 będą ustalonymi 
liczbami rzeczywistymi. Jeżeli f : X —* Y  spełnia nierówność
| |/(x  +  y) - f ( x )  —/(y)| |  < 0 ( ||x |r  +  | |y |n ,  x, y  G X  { x , y e X \ {  0} gdy p < 0),
to istnieje dokładnie jedno odwzorowanie addytywne T \ X  —>Y takie} że 
20
||/(x ) -  T(x)|| < | 2 3 ^ | l  W r. X G X (x G X  \  {0} gdy p < 0).
Ponadto, jeżeli t f ( t x)  jest ciągłe dla każdego ustalonego x  G X , to T  jest liniowe.
Następnie Z. Gajda ([15]) udowodnił analogiczne twierdzenie dla p > 1 i pokazał, że dla 
p = 1 podobny wynik nie zachodzi. R. Ger ([18]), B. E. Johnson ([21]) oraz P. Semrl ([34]) zaję­
li się tym krytycznym przypadkiem i zastępując funkcję kontrolną (x,y)  1—► 0(||x || +  ||y||) innymi 
odwzorowaniami wykazali stabilność.
W roku 1994, P. Gavruta ([17]) udowodnił dalsze uogólnienie, zastępując odwzorowanie 
(x,y) 0(||x ||p +  ||y ||p) funkcją <ę{x,y) spełniającym warunki:
OO OO
£  2~ntp(2nx ,2 ny) < 00 lub £  2nip(2~n~1x, 2~n~1y) < 00
ti=0 n=0
dla każdych x ,y  z przestrzeni Banacha X .
2.1. W STĘP
Stabilność równania funkcjonałów kwadratowych badali F. Skof ([28]), St. Czerwik ([12]), a tak­
że C. Borelli i G. L. Forti ([8]).
Następnie, w roku 2007, M.A. Sibaha, B. Bouikhalene, E. Elqorachi ([24]) udowodnili
T w i e r d z e n i e  2.1.2. Niech K  będzie skończoną podgrupą cykliczną grupy automorfizmów na 
grupie abelowej (G, + ), L = \K\. Niech dalej ip: G x G —> [0,oo) będzie takim odwzorowaniem, 
że
00 L
^ ( x ^y) = Y l T 2iM  23 <P(X + 23 {ki, ■ . . .  ■ kip)x,
n = 1 '  > k i ..... p e { l , . . . ,n } ; j j< i j+ i;fcij e{fei....,A ;n-i}
y +  53 {kh - . . . - k i v )y)  < o o ,  x , y  & G .
p 6 { l,.- ,n } ;* j< ij+ i;fc « 3 €{fc i.....k n — i }
Załóżmy, że f : G —► C spełnia nierówność
I t  23 f ( x + kv) ~ f ( x ) ~ f ( y ) I < v?(x,y), x , y e G .
k € K
Wówczas granica q(x)  =  lim gdzie fo(x)  = f ( x )  oraz f n {x) =  f  53 f n - i ( x  + kx)  dla
n_>0°  k e K
n > 1, istnieje dla każdego x  £ G, oraz q: G —► C jest jedynym odwzorowaniem spełniającym
warunki
7  23 v(x  + kv ) =  ¢(1) +  x , y £ G ,
k £ K
|/(x) -  g(x)| < ^(x), x € G.
A. Charifi, B. Bouikhalene and E. Elqorachi ([9]) pokazali pexideryzacje powyższego twier­
dzenia zakładając, że funkcja tp jest stała.
A. Charifi, B. Bouikhalene, E. Elqorachi, A. Redouani udowodnili stabilność dla uogólnienienia 
równania Jensena ([10, Theorem 2.1])
TWIERDZENIE 2.1.3. Niech (G, +) będzie grupą abelową, K  będzie skończoną, abelową pod­
grupą grupy automorfizmów G, L = \K\, (X,  || • ||) będzie przestrzenią Banacha, f : G —* X, 
ip\ G x G —► [0, oo) spełniają nierówność
II7  23 f ( x + xv) -  / ( x)ll < vK*,v). x <ye g .
Aeń'
Niech dalej
<Po =  <f,
V>n(x ,y) = -jr 53 <Pn-i(x -  \ x , y  -  \y),  x , y  e G , n e N .
2.1. W STĘP
Jeżeli
OO
E  '■fn{x,y) < 00, x , y  e G ,
n = 0
to istnieje dokładnie jedna taka funkcja F  : G —> X  taka, że 
y .  F (x + A y) =  LF(x),  x  e G ,
A € K
F(  0) =  / ( 0),
OO
||/(x ) -  F ( i) | | <  E  <Pn{x,x), x  e G .
n=0
Problem stabilności dla równania funkcyjnego 
7 E / ( i  +  Xy ) =  /(*)^(»)> x , y e G
\ € K
gdzie (G, +) jest grupą abelową, K G {R,C}, K  jest skończoną podgrupą grupy automorfizmów 
G oraz L = \K\ był badany przez R. Badorę ([4], [5]).
W innej swojej pracy ([7]), przy takich samych założeniach o G i K  jak wyżej, rozważał on także 
stabilność następującego równania funkcyjnego
j Y ,  f ( x  + A2/) =  /(*)s(v) + % )> x, y  e S,
A € K
dla funkcji f , g , h \ G —> K ograniczając się do funkcji /  spełniającej /  o A =  / ,  \  £ K.
2.2. Stabilność uogólnienia równania funkcjonałów kwadratowych
W całym tym podrozdziale, będziemy zakładać, że (S , + ) jest monoidem przemiennym, K  
skończoną podgrupą abelową grupy automorfizmów S, L := \K\, (X , || • ||) jest przestrzenią Ba­
nacha nad ciałem K G {R ,C }.
Zajmiemy się badaniem stabilności równania funkcyjnego
5 3  f ( x  +  Ay) =  Lg(x) + Lh(y), x , y € S ,
X £ K
dla funkcji f , g ,h :  S  —> X.
Zaczniemy od stabilności uogólnienia równania funkcjonałów kwadratowych.
TWIERDZENIE 2.2.1. Niech ( 5 , + )  będzie półgrupą abelową, f : S ^ > X ,  tp: S  x S  —» [0,oo) 
spełniają nierówność
II\  53  f ( x  + x 'y) ~ f ( x ) -  / MI I  < vK^y). x,y G 5. (2 .2 .1)
Niech dalej fo := f ,  ipo := (fi,
Jeżeli
OO
5 3  <Pn(x > x) < OO, X G S, 
n = 0
lim inf tpn ( x , y) =  0, x,  y G S,
n —►oo
to odwzorowanie F  : S  —> X  dane wzorem
F(x) := lim f n(x), x  G S,n—►oo (2 .2 .2 )
jest dobrze zdefiniowane i jest jedyną funkcją która spełnia warunki
53 F (x  + x v )  =  F (x ) + F ( v ) ’ x ’ l/ e (2.2.3)
||/(x ) - F ( x ) | |  < - 5 3 ^ fc(x,x), XG S.
k=0
(2.2.4)
D o w ó d . Udowodnimy najpierw indukcyjnie dla wszystkich n £  No następującą nierówność 
II7  Y  M x  +  A^ ) "  M x ) “  M v)\\ < Vn(x,y), x ,y  £ S. (2.2.5)
AeA:
Dla n =  0 jest to nierówność (2.2.1). Załóżmy, że (2.2.5) zachodzi dla pewnego n G No- Wtedy
||7  E  /n+ l(x +  Ay) -  /n+l(*) -  /n+l(v)ll =
Ae/c
=  HoTi E  E  /"(x + x y + (^x + E  /"(x + ^x) _  Y  M y + w)ll  <
A ZKuZK /iG/C nZK
< E  I I t  H  /" (x +  ^ x +  A(^ +  w ) ) -  M x  +  ^ x) _  M v  +  w)l l  <
IłG/C AeA'
^  <^7i(a; +  /ix ,2/ +  /zy) =  y>„+i(x,y), x ,y  £ S.
Kładąc y = x  w (2.2.5) dostajemy 
ll/n+l(z) -  /n(®)|| < ^Pn(x,x) ,  X G 5. (2.2.6)
Pokażemy teraz, że dla każdego x £ S  ciąg (/n(a;))neNo jest ciągiem Cauchy’ego. Dla n G No, 
m G N mamy
n+TO — 1
| | / n + m (x ) -  / n (* )| |  <  Y  I I A + l ( x )  “  A ( x ) l l  <
k = n
n + m —1 i  i  °o
< ]C f^c(x’x) ° > x Gs-2 ’ ' 2 
k —n  fc=n
Ponieważ X  jest przestrzenią zupełną, to ciąg (/n(i))ngpj0 ma granice, co znaczy, że funkcja F  
jest dobrze zdefiniowana. Na mocy powyższej nierówności mamy także
||F(x) -  /(x ) || =  nlirn ||/„(x) -  / 0(x)|| < ^ Y w ( x , x ) ,  x  G S.
k = 0
Pokażemy, że F  spełnia równanie (2.2.3). Używając nierówności (2.2.5) dostajemy
H7  Y  F(x + Xy) -  F(x)  - F ( y ) | |  =  lim | |y  Y  M x + Xl/) “  M x ) ~ M v ) II < 
a e / c  a s a :
< łiminf v?n(x,y) =  0, x,y  £ S.
Aby wykazać jedyność załóżmy, że H  : S  —* X  spełnia warunki (2.2.3) i (2.2.4). Indukcyjnie 
wykażemy, że dla każdego n £  No,
| | / „ ( x ) - f f ( * ) | | < ± f > ( s , x ) ,  x £ S. (2.2.7)
k = n
Dla n =  0 jest to nierówność (2.2.4). Załóżmy, że (2.2.7) zachodzi dla pewnego n G No- Wtedy
| | / „ + l ( x )  -  H(x)  II < ^ | | y  5 3  fn(x +  X x ) ~ 2H(X)\\ =
1 \eK
= J | I t  2 3  f nix  + A®) -  J  53  H(® +  A®)|| < 53  ll/n(x +  Ax) — H(x + Ax)|| <
Ae K  A e K  A € K
1 00 1 00 1
<  z ?  2 3 2 3  ^ ( x  +  A x>x + A x) =  2 2 3  07  2 3  ^ ( x  + X x ’ x  + A x) =
Ag/c Jfc=n k—Ti Ag/c
2 00 1 00
=  2 2 3 ^ fc+ i ( x ’ x ) =  2 2 3  V>fc(x,x), x G S .
fc=n k=n+1
Korzystając z nierówności (2.2.7) dostajemy 
| |F ( x )  -  f f ( x ) | |  = Jlim^  | | / „ ( x )  -  i / ( x ) | |  < Jirn^  |  5 3  ^ ( x . x )  = 0, x  G S,
n -»o o  n —>oo l
skąd H = F,  co kończy dowód. □
W przypadku stałej funkcji kontrolnej otrzymujemy
WNIOSEK 2.2.2. Niech ( 5 ,+ )  będzie półgrupą abelową, f : S —* X , 5 >  0 spełniają nierówność
1I7 23 f ( x  + Ay) “ /(x) “ /(»)ll < <*- X ’ V e 5-
A€K
Mec/i dalej fo '■= f ,
/n (x ) ;= 53 / n - l ( x + Ax), X G S, 71 G N.
^  a g k
Wówczas, odwzorowanie F: S  —► X  dane wzorem 
F(x)  lim / n(x), x  G S,
Tl—*00
jest dobrze zdefiniowane i jest jedyną funkcją która spełnia warunki
7  53 F (x  +  A^ ) = F (x) +  F (2/)’ x> 2/ e 5 -
A€K
| | / ( x ) - F ( x ) | | < ć ,  x G 5.
D o w ó d . Poniewai funkcje tpn z poprzedniego twierdzenia mają postać 
¥>n(x,y) =  2_n(5, x , y e S ,  71 G N,
to
oo
Y^Vn{x ,x )  = 26, x  G S,
rc=0
pokazuje, że spełnione są założenia poprzedniego twierdzenia, z którego otrzymujemy tezę. □
TV
CO
Pokażemy teraz stabilność dla uogólnienia równania Jensena.
T w i e r d z e n i e  2.2.3. Niech f :  S  —> X , </?: 5  x S  —►[0,oo) spełniają nierówność
11 i  53  f ( x  + Ay) -  f ( x)  11 <  <p{x, y), x, y e 5. (2-2-8)
L Ag K
Niech dalej fo := f  — /(0 ), <A) := ¥*>
/n(x) := j- 53 f n - i i x + x  53 x e  n e
L  AGA'\{ici}
V n { x , y ) - = \  £  ¥>»-i(* +  A 5 3  /xx, y +  A 5 3  w ) ,  x , y G  S, n G N.
A €K \ {td } J*GK\{id}
Jeżeli
53[</>n(x,x) + jVJn(0, 53 v x ) \ < °°' x e 5’ 
n = 0  i/€K
liminf (pn(x,y)  =  0, x , y  G 5,
n—>oo
io odwzorowanie F: S  —> X  dane wzorem 
F(x)  := Jim^/nCx) +  /(0 ), x G S, 
jest dobrze zdefiniowane i jest jedyną funkcją spełniającą warunki
j  5 3  F (x  +  XV) =  F (x ) ’ x ' V e S '
Ag k
OO ^
||/(x ) -  F{x)\\ < 5 3 b fc (x , x) +  7 Wfc(0, 5 3  vx)\, X G 5, (2-2.11)
fc=0 t/GK
F ( 0 )  =  / ( 0 ) .  (2 .2 .1 2 )
D o w ó d . Udowodnimy najpierw indukcyjnie, że dla wszystkich n G N0 spełniona jest nastę­
pująca nierówność
11-^- 53 /»CX + — /»(*)!! < x , y G S .  (2.2.13)
A GK
(2.2.9)
(2 .2 .10)
Dla n =  0 jest to nierówność (2.2.8). Załóżmy, że (2.2.13) zachodzi dla pewnego n G No- Wtedy
I l i  5 3  / * * + i ( x  +  XV) ~ / « + i ( x ) l l  =  I I t 2  5 3  5 3  f n ix + *y  + V 5 3  K x  +  A 2 / ) ) +
A g A " AGAT / z G A '\ { « / }  v€ K \{ id }
~ 7  5 3  fn (x  +  H 5 3  ^)11 < 
li£K\{id}  i/6/f\{id}
5 3  i I t 5 3 ^ ( x + ^  5 3  u x +  % + / *  5 3  ^ ) ) +
^ G A ' \ { i ( i }  A G /C  i /G A '\ { ś t / }  i / G / C \ { « / }
- / n ( x  +  /ł 5 3  ^ )1 1  <
< 7  53 i ( x  +  M 53 v x , y  +  łL 53 I'S/) =  ¥ > n + i(® ,y )>  2 : ,2 / G S .
M€/C\{id} i/€K\{id} i/6A'\{i(i}
Zauważmy, że dla n G No mamy
/n(0) =  0. (2.2.14)
Dla n =  0 jest to oczywiste. Załóżmy więc, że (2.2.14) zachodzi dla pewnego n G No- Wówczas
f n+l(  0) =  J- 53 /„(0 +  A 53 /J.0) =  =  0-
A £K\{id} »€K\{ id}
Korzystając z (2.2.13) oraz (2.2.14) mamy 
ll/n+l(s) -  /n(*)|| =  I I t  5 3  / "(X +  A 5 3  vx) ~  /n(X)ll <
A€AT\{»tZ} v€K\{id}
< i l }  £ / " ( x  +  A 5 3  i / x ) - / n ( x ) i i  +  7 l l / " ( 5 3 ' / x ) _ ^ ( ° ) i i  <
A6 K  v€K\{id} " C K
<  Wn{x,x) +  y | | y  53 f n { A  53 VX) ~ / ™ ( ° ) l l  <  Vn{x , x ) +  y<pn {0 ,  53 vx )> 1  G 5 .
Ae/c l/e/f ye/c
Pokażemy teraz, że dla każdego i G S  ciąg ( f n ( x ) ) n £ N 0 jest ciągiem Cauchy’ego. Dla n  G No, 
m G N mamy
71+ 771— 1 71+ 771—1 •<
| | / n + m ( * ) - / n ( z ) | |  <  5 3  I I A + l ( * )  _  / k ( * ) l l  <  5 3  ^ fc( X ’ X )  +  5 3  " “Ol <
fc = n  k=n  i/GAT
00 1
<  5 > f c ( * . x )  +  5 3  ^ ) ]  ° ’ x  G 5 -
fc=7l
Ponieważ X  jest przestrzenią zupełną, to ciąg (/n(x))neN0 ma granicę, co znaczy, że funkcja F  
jest dobrze zdefiniowana. Na mocy powyższej nierówności mamy także
||F(x) -  /(ar)|| =^m^||/n(*) -/o(*)|| < 53^fc(x>x) +  T<Pk(0, 53 vx )\’ x 6 s -
k=0 v€K
Pokażemy, że F  spełnia równanie (2.2.10). Używając nierówności (2.2.13) dostajemy
\\y E  F (X +  XV) -  F ( x )\\ = Ht E  + A») “ /"(*)!! <
ag a  n_>°° Aetf
<  liminf v?n(x,j/) =  0, x,y e S.n—>00
Aby wykazać jedyność załóżmy, że H : S —> X  spełnia warunki (2.2.10) — (2.2.12). Indukcyjnie 
wykażemy dla każdego n G No, że
||F(x) -  Jf(*)|| <  2 E  [M ix ,  x ) +  y<pk(0, E  x e S - (2.2.15)
k=n v£K
Dla n =  0, na mocy (2.2.11) mamy 
||F(x ) -  H(x)\\ <  ||F(x) -  /(x)|| +  ||/(x) -  H (x )|| <
OO j
<  2 ^ [ % ( l , l )  +  y<Pk(0, E  UX^  x  e  S -
k= 0
Załóżmy, że (2.2.15) zachodzi dla pewnego n € N0. Wtedy, na mocy (2.2.10) mamy
\\F(x ) - H ( x )\\ =  \\j Y , F (x +  X E  / x x ) - - j r £ t f ( x  +  A E  ^)11 =
Aeif /iGK\{»d} ASA' n€K\{id}
=  I I t  E  f ( x  +  a  E  ^ ) - t  E  h ( x  +  \  e  ^ x ) +
Ae/C\{id} ^ K \ { id ]  Ae/f\{id}
+  } n E ^ ) - 7 flr( E / " ) i i  =
ti€K ^  fi€K
= Ht E  f(x+a E x^) - t E  #(x+a E  ^)+
AeK\{»ci} /j€K\{i<i} AeAA{id} /ieK\{»d}
+  1 f (0) -  ^ (0 )1 1  =
=  W y  E  * X x  +  A E  A * * ) - T  E  # ( x  +  A E  / * * ) ! ! <
Ae/c^id} ^e/f\{t<f} AefC\{»d} MGtf\{id}
E ll-^O5 + A E M^ )--ff(x + A E ^)11^
Ae/r\{id} /ie/c'\{td} /xeK\{M}
< 2 E  7  E  [M x + X E ^.^ + A E x^)+
k=n AeA'\{id} /ie/C\{td} /ie*\{id}
1 00 1 
+  y ' M 0 , J 2 ł' ( x  +  X  E  ) ) ]  =  2 E  b fc+1  ( x ’ x )  +  1 ^ + 1 (° *  £  ^ ) ]  =
L  i / € / e  }i€K\{id} k=n *€*<
oo j
= 2 E  bfc(*.x) + y¥>fc(0, E  ^ ) 1-> x e S -
k=n+1
Korzystając z nierówności (2.2.15) dostajemy
OO j
||F(ar) -  tf(z)|| < Jim ,2 ^2[tpk(x, x) + 53 vx )} = °> x G
n - > ° °  k=n v € K
skąd H  — F, co kończy dowód. □
W  przypadku stałej funkcji kontrolnej dostajemy 
W niosek 2.2.4. Niech f :  S —> X, 5 >  0 spełniają nierówność
IIt 53 f ( x  +  xv ) - f (x)II <<*> x , y t S -
\ € K
Niech dalej fo ■= f  — /(0),
fn (x ) ■= J- 5 3  f n - l(x  +  A 5 3  V1 )' X G S ' n  £  N - 
A G A T \{ś d }  n€K \{ id}
Wówczas, odwzorowanie F  : S  —> X  dane wzorem 
F (x )  := lim f n{x) +  /(0), x G S,
n—► oo
jest dobrze zdefiniowane i jest jedyną funkcją spełniającą warunki
y  53 F (x +  xv) =  ^O*). 6
a g a
l l / ( * ) - F ( * ) | | < ( L  +  i)<y, x e s ,
F (  0) =  /(0).
Dowód. Ponieważ funkcje ipn z poprzedniego twierdzenia mają postać 
<Pn(x,y) =  ( L  L  1)n^1 x ,y € S ,  n G N,
to
00 1 1 1
5 3 b n (z .z )  +  — V?„(0, 53 vx)\ =  (1 +  7 )-----LZ i$  =  {L +  1)6, x e s ,
ri=0 L  u£K  L  1 L
co pokazuje, że spełnione są założenia poprzedniego twierdzenia, z którego otrzymujemy tezę. □
Udowodnimy teraz stabilność uogólnienia równania Drygasa.
T w ie rd zen ie  2.2.5. Niech f :  S —> X, y. S x S —► [0,00) spełniają nierówność
II7  13 f ( x +  xy ) - f ( x ) -  7  53 /(Ay)|| <  <f(x,y), x , y e S .  (2.2.16)
A &k  a g  k
Niech dalej
tfo(x,y) := J  53 <P(Ax,y), V'o(x ,y ) := <^(x,y) +  7  23 vKAx.y), x ,y  £ S,
X € K  X&K
tfn(x, 2/) := ttt 53 ^"-1 (x +  Ax, y +  Ay), x,y £ S, n £ N,
A e/c
V’n ^ . y J ^ y  53 ^ n -i(x  +  A 53 /iX <2/ +  A 23 w ) ,  X , y  £  S, Tl £  ] 
X €K \{id }  l*€K\{id} ti£ K\{id )
Jeżeli
OO J
2 3 [^"(x’ 23 ^x) + 7 ^ n (°’ 23  ^x)] < °°>x G
7i = 0  / i€ / C \ { « 2 }  t i € K
oo
T ,  $n(x, x ) <  oo, x £ S,
71=0
liminfV'nfx.y) =  0, lim inf i?n(x ,y ) =  0, x,y £ S,
71—*00 71— O^O
£o istnieje odwzorowanie F  : S —* X  takie, że
J  53 F (x  +  Ay) =  F (x ) +  i  23 F(Xy), x,y £ S,
A e/c x e /c
li/(x) -  f(x )h  < 5 3 +^ n( x> 53 ^x) + 7 ^n(o, 53 ^x)l’ x e s >
n= 0  Ł MeAT\{irf} A»€K
1I7  23 / (Ax) -  7  23 F (Ax)H <  \ 2 > " ( x -x ) - x e 5-
^  Ae/C AGiC n =0
Ponadto F  jest jedyną funkcją spełniającą powyższe warunki jeżeli
lim rjn(x) =  0, x £ S,
71—MX>
gdzie
00
ł?o(x) :=  5 3 ^ n (x >x )' X £ S,
n=0
T]n( x ) : = j  53 ?7n -i(x  +  A 53 ^x), x £ S ,  n G N.
AG/C\{id} M€A'\{id}
Dowód. Zdefiniujmy odwzorowania p, q : S —* X  wzorami
P(x) =  7  23 / (Ax)> x e S '
A e /c
g(x) =  / (x ) -  7  23 / (Ax) ’ x e S - 
x e /c
(2.2.17)
(2.2.18) 
(2.2.19)
Zauważmy, że 
" i7  53 p (x + xy) -  p W  -  p(v) II =
AGA
=  H7 2 1 3 1 3  /(^(x + A^)) -  7 13 _  7 13 / (Ay)H =
AGA/iGA tiZK ^ XGA
=  Wj 2 13 13 /(^x + A^ ) -  7 53 /(^x) -  7 53 / (Ay)ll <
AGA^GA n&K XeK
< 7 53 H7 53 /M x + A^ )) -  /(^x) -  7 53 /(Ay)ii <
/iGA AGA AGA
< 7 53 ^ x’ y) = ^o(x, y), x, y G S.
/*GA'
Na mocy twierdzenia 2.2.1 istnieje odwzorowanie P :  S —* X  takie, że
7 53 p (x  + Ay)= p (x ) + p (y)’ x - y £ s ’
x ga
Hp(x) -p(x)h < ^ 53^ ( x’x)’ x e S - 
k=0
Dla odwzorowania q mamy
II7 53 <7(x + Ai/) -9(x)ii = 1I7 53 l f ( x  + A^ ) -  p( x  + Ay)l -  [/(x) -p (x)]ll <
aga: ^  aga
< IIt 53 f ( x  +  xv ) - f ( x ) -  7 53 / ( Ax)ll + IIp(*) +p(y) -  7 53 p(* + Ay)ll <
AGA ^ AGA' AGA
<  <^(x, y) +  i?o(x, y) =  V>o(x, y), x ,y  G 5.
Na mocy twierdzenia 2.2.3 istnieje odwzorowanie Q : S —* X  takie, że
7 53 Q(x + xy) = ¢ 0^ )-x’ y e 5>
AGA
||g(x) -  Q(x)|| < 5 3 I ^ ( x’x) + 7 ^ ( 0, 53 "x)l’ x e 5 ’
fc=0 i/GK
Q(0) =  9(0) =  0.
Zdefiniujmy funkcję F  : S —> X  wzorem F  =  P  +  Q. Wówczas mamy
7 53 F (x + xy ) =  7 53 p (x + Ay) + 7 53 ^(x+A^ )=
aga ^  Aga ^  Aga
=  P (x )  +  P (y )  +  Q (x )  =  F (x )  +  \  53 P(Xy) +  Q (0) -
a g a
- f(x)  + t J 2 p(xv) + t E g m = + 7 E F(xy  ^x-v G5>
L  A eA  L  \€K  aGA
a także korzystając z tego, że / =  p +  q dostajemy
||/(x) -  F(x)|| < ||p(x) -  P(x)|| +  ||g(x) -  Q(x)|| <
< 5 + £[V»*(*.*) + jM o ,  E vx)\> x€S’
Ł k= 0 fc=0 ^  V&K
1 1  1 °°
II i V  /(Ax) -  7  5 ;  F(Ax)|| =  ||p(x) -  P(x)|| < -  E ^ ( x’x)’ x 6 S.
^  AGA- ^  AGA- fc=0
Pozostaje do wykazania jedyność. Załóżmy, że funkcje F\, F?: S —► X  spełnia warunki (2.2.17)
(2.2.19). Niech Pu Qi: S  - »  X , i G {1 ,2 }, będą dane wzorami
A eA
Q i(x ) := F i (x ) -  j  5 ;  Fi(Ax), x 6 S , i e  {1,2}.
AeA'
Wówczas spełniają one równości
+  Ax) =  P i(x ),  x G S, i G {1 ,2 },
2 ^  AGA'
y 5Z  Q i(x  +  A 5 1  Mx ) =  Q i(x ), x G S’, i G {1 ,2 }.
L  AeA\{»d} ii<EK\{id}
Istotnie,
£  « ( * + a* )  =  ^  £  £  F<(*“ + A i) -  i  £  =
2 L \tn 2L neKXZK MGA' ''AGA
= 7 E  F»(Ax) = P iW ’ x G 5' * e <1,2}Ij
a g a  
oraz
7 E Qi(x + A 5Z x^) = 7 E + A E Mx) - Q^i(E x^)-
A eA \ {id } #i€A:\{id} a g a : /*GA\{id} MGA:
= ) E f -(x+A E  /«0 -7 2  E  E E  x^)+
^ A g A  f i €  A \ { i d }  I / G A A G A  M G A \ {» d }
^ ( £ ^ )  +  ^  £ * ( * £ > « ) = * m + t £ « ( *  £  * * ) +
^  łieA" A €A  fj.SK AGA' /tGA\{»d}
-  7 E  -  7  E  F i ( X E  ^X) = x € 5’ i e  -t1’ 2>-
L  u&K ASA n eA \ {td }
Wykażemy indukcyjnie, że dla n G N q
I IA (x ) -  P2(x )II <  £ t f fc(x ,x ), x G S, (2.2.20)
k—n
11^1(^)-(52(^)11^2^(1)-1-2 53(^71(2:, 53 ^x ) +  53 ^x)], x  G S, (2.2.21)
fc=n /jgX\{iJ} n&K
skąd dla x G <? dostaniemy
OO
||Pi(x) -  P2(x)|| <  Jim^ 53 dk(x,x) =  0,
k=n
°° 1 1131(2 ) - ^ 2(2 ) 11^ 11^ ( 27^ ( 1 ) +  2 5 3 ^ 71(2:, 53 //x) + -^ „ (0 ,  53 Mx)]) =  o,
fc=7i /ieA"\{»</}
czyli P i =  P 2 i Qi =  Q i  a wiec także Fi =  F2.
Dla 71 =  0 mamy
u jm * ) -  f t ( * ) i i  <  1I7  E  / (Ax) -  7  E  F i ( Aa;)ii +  i i ł  E  f 2 (a x ) -  j  /(Ax)ii <
ag/c ag/c ag/c ag/c
00
<  2 3 tffc(x ,x ), x G 5, 
fc=0
||<?i(x) -  Q2(*)|| <  l|Fi(x) -  /(x)|| +  ||/(x) -  F2(x )|| +  ||Ą(x) -  P i(x )H  <
OO 1  1 ° °
<  E [ 2t?fc( x >x ) + ^ t 1 ( x ,  5 3  / ^ )  +  2 - 7 ^ 7 1 ( 0 ,  E  mx )] +  9  J2 t i k ( x , x )  =  
fc=0 ^ e K \ { i d }  n£K k= o
0 ° j  
=  ^ ( x )  +  E [ ^ n ( X> E  ^ X) +  7 ^ "(°>  E  ^ X)]> X G 5 -
fc=o / ie / f \ { id }  # ie/f
Załóżmy, że nierówności (2.2.20) i (2.2.21) zachodzą dla pewnego n G No- Wówczas
||Pl(x) -  Ą(X)|| = H r^ E  Pl(X + AX) " ^  E  P2(X + AX)]|| <
A e / f  A e f f
< ^ E  ||Pi(x +  Ax) - P 2(x  +  Ax )|| < ^ E  E ^ ( x  +  Ax ’ x +  Ax) =
A eA ' A e A 'fc =7i
OO 1 OO
=  E u  E ^ ( x  +  Ax’ x +  Ax) =  E  &k(x,x), x  G 5,
fc=7i A e / f  / := 7 1+ 1
IIQ i(x ) -  Q2(x )H =  11^ - 53  [3 i (x +  A E  A ix ) - Q 2(x +  A 2 3  ^ x )]ll <
A e A '\{ i( i}  fi€K\{id} fi&K\{id}
^ 7  E  HQ i(x +  a E  mx ) - < ? 2 ( x + a  5 3  mx )H <
A € A '\ { id }  nSK\{id} p£K\{id}
<7 53 (2%(x + A 53 Mx) + 2^ [V>n(x + A 53 //X,
AGAT\{id} /iGAT\{id} k=n n £K\{id}
, 53 <r(x +  A 53 f ix )) +  7 ^ (0 ,  53 a (x + A 53 ^x))]) =
(re ic \{ id }  M €K \{id} <7GA:
=  2tm+i(x) +  2 £  [V*»(x, 53 / " )  +  7^ *(°« 53 ^ x )]- x € S '
k=n+l fi&K\{id.} UtK
co kończy dowód indukcyjny, a także pokazuje jedyność funkcji F. d
W  przypadku stałej funkcji kontrolnej otrzymujemy 
W n io se k  2.2.6. Niech f : S - + X , 6 >  0 spełniają nierówność
IIt 53 f(x + xy) - /(x) _ 7 53 f(*y)\\ ^ S' x<veS-
L  AG K  AeK
Wówczas istnieje dokładnie jedno odwzorowanie F :  S —* X  takie, że
i  53 F (x  + xy ) =  F (x ) +  7  53 F (xy )’ x>yG s '
L t? K  L  AGK
||/(x)-F(x)|| < ( L  +  2)5, x £ S,
li! 5 3 / (A x )  -  y  5 3 f ( A x ) | | < ( J ,  x  £  S.
AGA' Ag A'
Teraz możemy przejść do dowodu głównego twierdzenia tej części pracy.
T w ie r d z e n ie  2.2.7. Niech f , g , h : S —> X , i p ' . S 'x S —> [0, oo) spełniają nierówność
Il4- 5 3  /(x + — ^ (ar) — /»(y)|| < v(x»y). x,yeS. (2.2.22)
a g a -
Niech dalej
<A)(x, y) := ¥>(x, y) +  <p{x, 0) + ¥>(0,y), x,y £ S,
i?o(x,y) := y  53 o^(Ax,y), V’otx.y) := <A)(x,y) + j  53 o^(Ax,y), x,y £ S,
L  XtK
i?n(x,y) := 53 ^ n-i(x +Ax,y + Ay), x,y £ S, n £ N,
AeA-
^nix ,y) ■= j  53 ^n-i(x + A 53 MX,2/ + A 53 x,y e 5, n € N.
AG A-\{id} fi€K\{id} fxGA'\ {id}
Jeżeli
5 3 hMx, 53 x^)+ 7^(0,53 x^)l < °°*x e s'
n=0 n .^K\{id}
Y  x) <  OO, X 6 S,
n=0
lim inf ipn(x, y) =  0, lim inf i?n(x, y) =  0, x, y G S,
to istnieją odwzorowania F ,G ,H :  S —> X  takie, że
1
LJ  J2  F (x +  xv) =  G (x ) +  H (y )’ (2.2.23)
A e / f
||/(x) -  F(x)|| < Y ^ n^x' x  ^+ ^ n(x> 53 x^) + T^ "(°> 53 ^ x)]’ x G 5 ’ (2.2.24)
n=0 ^e/f\{ i< i}
00 1 j
||s(x) -  G(x)|| < + ^"(X> Y  ^X) + T^ri(0> Y  ^ x)l + ^ 0^ ° ) . x € 5>
n = o  ^te/f\{i<i} #*e/f
(2.2.25)
1 00
||/i(x) - //(x)|| <  -  5 3 ^ fc (x ,x )+  yj(0,x), x G 5. (2.2.26)
fc=o
Dowód. Zauważmy najpierw, że z nierówności (2.2.22) mamy 
||/(x) -  g{x) -  /i(0)|| <  ip(x, 0), x G 5, 
ił
Stąd dla funkcji q: S  —> X, q := / -  g(0) -  h(0) mamy
lly- Y  9(x + ~ 9(x) - 7 53 ?(A2/)II < Ht Y  /(x + A2/) “ ^ (®) - My)ll +
AeA' AeA' A eA
+  ||<7(x ) +  h( 0) -  /(x)|| +  ||5(0) +  h(y) - j Y  f (A'y) 11 <
a g a
<  V?(x, 2/) +  <p(x, 0) +  <p(0, y) =  ipo{x,y), x ,y £ S.
Na mocy twierdzenia 2.2.5 istnieje funkcja Q : S  —> X  taka, że
7  Y  G(x + xy) = Q(x) + 7  53 Q(xv)’ x,y^s,
A e /f A eA
OO j j
||g(x) -  Q(x)|| <  5 Z M ” (X,X) +  ^ " (x ’ I Z  ^x) +  7 ^ (0 ,  M®)], x G 5 ,  
n = 0  #ł€A \{id} A te*
I I t  5 3  ? (Ax) " t E  ¢(^ )11 <  J 5 3 ^ ( x ’ x ) ’ x G s -
AeA' A e /f  n =0
Zdefiniujmy odwzorowania F ,G ,H  \ S —► X  wzorami
F(x) := Q (x ) +  g{0) + /i(0), x G S,
I7  Y  f(xv) -  0( ° )  -  Hv)\\ < v(0,y), y e S'.
A eA
G (x ) : = Q { x ) + g { 0), x  G S,
H { x )  “  7  E  3 (Ax) +  x G 5 '
Wówczas mamy
I  £  F (x  +  Ay) =  j  E  Q (x +  W  + ^ (° )  +  M °) =
L asa: AeK
=  Q(®) +  3(0) +  7  E  3 ( ^ )  +  h(° ) =  G (x ) +  X,2/ G 5 ’
■k AeA'
a także
1
||/(x)-F(®)|| =  ||q(x)-Q (x)||< E [ 9^ ( x ’ x) +  ^ ( X’ E  ^ +
71=0 M€A"\{i(f}
+  7 ^ (0 ,  E  ^x )l> x G S ’
||s(x) -  G(x)|| <  ||/(®) -  F (x )|| +  ||s(x) +  h(0) -  /(x)|| <
<  E l i ^ x , ® )  +  ^ (x ’ E  ^  +  7 ^ ( ° 1 E  ^x )l +  ^ (x ’ ° ) ’ x G 5 ’
7l=0 2 ^ew\{id} ł^K
||/i(x) -  Jf(x)|| =  \\h(x) -  J  E  Q (Ax) -  * (° )ll <  l i r  E  <7(Ax) “  i  E  Q (Ax)II+
^  ACK  AGK AeA'
+  IIMx) +  g(0) -  y  E  / (Ax)ll <  5 f > ( x -x ) +  ^ ( ° ’ x )> x G 5 ’
^  a s a : fe=0
co kończy dowód twierdzenia.
W  przypadku stałej funkcji kontrolnej otrzymujemy
W N IO S E K  2.2.8. Niech f , g , h : S - * X , 5 >  0 spełniają nierówność
I I I  E  / (x +  A^  “  5(x ) “  < 6’ x ’ V e S -
xeK
Wówczas istnieją odwzorowania F , G , H : S —* X  takie, że
j  E  F (x +  xv) =  G (x ) +  x ' V e S ’
||/(x) -  F(x)|| <  (6L +  9)6, x e S ,  
||ff(x) -  G(x)|| <  (6L  +  10)5, x G S, 
||/i(x) -  H (x )|| < 4 6, x G S.
□
2.3. Stabilność uogólnienia równania funkcjonałów kwadratowych i równania
Wilsona
W  całym tym podrozdziale będziemy zakładać, że (S, + )  jest grupą abelową, K  jest skoń­
czoną, abelową podgrupą grupy automorfizmów S, L  := \K\, (X , || ■ ||) jest przestrzenią Banacha 
nad ciałem K  £ {M, C }.
Dla danego homomorfizmu m: S —> C zbiory K q i K\ niech będą takie jak odpowiednio w 
definicjach 1.3.4 oraz 1.3.6.
Zajmiemy się badaniem stabilności równania funkcyjnego
53 f ( x +  =  La(y )g{x ) +  Lh(y), x,y £ S,
AeA'
dla funkcji f , g , h : S —* X , a : S ^ > C .
Zaczniemy od badania stabilności uogólnienia równania Wilsona.
Udowodnimy najpierw pewien lemat.
L e m a t  2.3.1. Niech f :  S —> X, f  ^  0, a : S —> K, tp: S  x S1 —*• [0, oo) spełniają nierówność
IIt 53 f(x + xv) - a(y)/(x)ll < x ,y £ S .  (2.3.1)
A €K
Wówczas zachodzi co najmniej jeden z dwóch przypadków:
(i )  Istnieją xo,yo £ S, M  >  0 takie, że
||/(z)|| <  M  ’Y^[p{z,XQ +  \yo) +  ip(z +  XxQ,yo) +  v (z ,x Q)\, z £ S .  
a eK
( i i )  Odwzorowanie a spełnia równanie
Y  53 <x(x +  xv) =  a (x )a (y ), x,y £ S . (2.3.2)
A eK
Ponadto, jeżeli zachodzi warunek (i), to dla zq £ S spełniającego f (zo )  0 mamy
|a(I)l *= + i i i T r a i  + AX' X 0 + m ) +
+  <p(zo +  Ax 4- nxo, yo) +  <p(zo +  Ax, xo)], x £ S. (2.3.3)
D o w ó d . Załóżmy, że warunek ( i ) nie zachodzi. Ustalmy x ,y  £ S. Wówczas istnieje ciąg 
(■^ n)n€N taki, że
11/( )^11 >  nmax(l,|a(y)|) 53 [<P(zn, x +  Ay) +  ip(zn +  Ax, y) +  \a(y)\<p(zn, x)] >
A6 K
> n Y  foK2" ’ X +  Ay) +  ip{z„ +  Xx, y) +  |a(y)|v?(z„, x)], n £ N.
Ag *
Wtedy, dla n £ N mamy
y  a (x +  xy) _  a (x )Q(y ) i ' ll/ (*»)ll <
ag*
<  H t Y  a (x + A y )/ (z" ) -  72 Y  Y  J (Zn+ x + A ^ ))ii+
AG *  \&Ktię.K
+  11^2 Y  Y  f{zn +  nx +  \ y ) - a ( y ) y  Y  f ( zn +  ^x)\\+
A e*f*G * H&K
+  l<*(l/)l • l i r  Y  f ( Zn +  Vx ) -  a ( * ) / M I  <
L  fi€K
<  7  Y & ( Zn’ x  +  Xy) +  v ( Zn +  Xx ,y} +  \a (y}\ip(Zn,x^ <
AG*
Dzieląc powyższą nierówność przez ||/(zn)|| i zmierzając z n —> 00 dostajemy 
|y  53 a (x +  A2/) “  <*Oz)a(y)| < O,
co kończy dowód (ii).
Załóżmy, że zachodzi (i). Wówczas, dla zq £ S takiego, że /(zo) 7^  O, mamy
l*(®)| • 11/ (¾ )II <  M x ) f ( z o )  - 7  Y  +  Ax)H +  Y  ll/(^o +  A®)|| <
AG* AG*
< <^(z0, x) + Y  Y  [^ (z°+ Xx’ x°+ + p (z° + Xx + vxo, yo)+
A e * M G *
+  ¥>(20 +  Az, xo)], x E S,
skąd otrzymujemy nierówność (2.3.3). d
Gdy w powyższym lemacie mamy stałą funkcję kontrolną, to otrzymujemy
WNIOSEK 2.3.2. Niech f : S —* X , a: S —> K, <5 >  O spełniają nierówność
lly  Y  / (x +  xy) -  a (y )/ (x )ll <  <*> x,y £ S. (2.3.4)
AG*
Wówczas funkcje f  i a są ograniczone lub f  jest nieograniczona a odwzorowanie a spełnia rów­
nanie (2.3.2).
Pokażemy teraz twierdzenie mówiące kiedy mamy superstabilność.
TWIERDZENIE 2.3.3. Niech f :  S  —► X ,  a: S  —> K, ip: S  x S  —> [0,oo) spełniają nierówność 
(2.3.1). Załóżmy, że funkcja a spełnia równanie (2.3.2). Jeżeli
Va;,j/6s3(Zn)neN Jim^ 23 W 1 +  XV’ z" )  +  =  °> (2-3-5)
to funkcje f i  a spełniają równanie
23  f i x  +  h i )  =  L a ( y ) f { x ) ,  x , y  £  S .  (2.3.6)
A e/f
D ow ód . Dla x , y  £  S  oraz ciągu (^n)neN spełniającego warunek (2.3.5) mamy
I I t  23  f ( x  +  X y ) “  Q(y )/ (I )II =  i /  niI I t  23  “ ( * » )/ ( *  +  A^) -  Q(zn)a(y)/(x)|| <
L A ^  L a^
<  1  ........................................................  17- 7— ntIIt 23 a (zn ) f ( x  +  xv ) ~  72 23 23 / (x + A^ + / ^ ) 11+
' ’ n 'l  Ae/f ^  A€/fMGA-
+ TZrrY\Wj2 23 23 /(*  + M*» + Ay)) -  7 53 a(zn + Ay)/(x)|| <
m zn)\ ^  Ae/fM€/f L  XeK
T l i  N. 23 lla (zn)/(x +  Ay) -  7  23 f { x  +  \y +  nzn)\\+
W y fn n  \SK Ł  ne/c
+ n  / V 23 II7 23 /(*  + M*» + A y))-a(zn +  Ai/)/(®)|| <
^\a Z^n>\\&K (i€K
i-, ! X, 2 3 f^(x+ A ^ z”) + ^ ( * * +A^)i nj:15>°-
□
W N IO S E K  2.3.4. Niech /: S - *  X, a : S -+ K, J >  0 spełniają nierówność (2.3.4). Załóżmy, 
że funkcja f  nie jest ograniczona. Jeżeli odwzorowanie a nie jest ograniczone, to funkcje f  i a 
spełniają równanie (2.3.6).
Teraz pokażemy kiedy mamy stabilność.
Rozważymy najpierw przypadek zespolony.
T w i e r d z e n i e  2.3.5. Załóżmy, że (X , || ■ ||) jest zespolona. Niech funkcje f : G —*X ,  
a: S  —> C, a 7^  const, S x 5 —» [0,oo) spełniają nierówność (2.3.1). Załóżmy, że funkcja 
a spełnia równanie (2.3.2). Wówczas istnieją homomorfizm m: S  —► C* oraz 0\ € C*, b\ 6 S, 
X £ K i  takie, że
Q(x) =  7  23 m(Ax), x £ S,
Aetfi ( 0, ii$. Ko,
TTl(x) =  53  /?AO<(x +  &.\), X £ S.
Aetfi
Ponadto, jeżeli dla każdego r  £ K\
5 3 [C (x ,x )  +  j M O ,  53 ux)\ < oo, X £ S ,
n=0 i/e ff
l im i n f 2/) =  Oi x , y  £  S,
n—>oo
gdzie
V>o(s,y)= L|A- um(rx + ryj! 53 53 53 53 I/W ^pI 53 M x+LIAiHm^rx +  Tj/ji Me/fi peifi AeK
+  A (y  +  <tt_16^), A6m +  6P) +  </?(x +  A6P, y  +  <j t  1bu +  A&M)], x , y  £  S,
1>nix ,y )  =  J  53  C - i ( *  +  A  53  / ^ y  +  A  53  w ) ,  n e N ,
A€A'\{»4 /*6A'\{i<i} /iGA'\{»</}
io istnieje odwzorowanie F :  S —> X  takie, że
y  53  - F ( x  +  A y ) =  x > y  e  5 - ( 2 . 3 . 7 )
AeK
OO
n / ( x ) -  f ( x ) h  <  53  i ^ b ( ^ M +  53  M ^ O I E M E O ^ H
1/eAT! r e K i  fc=0
+  ] ^ Ó I ^ ( 0 ,  ^  v x ^ '  x e s '  ( 2  3  8 )v£Kq
m  =  E  r  S  /(«►)• ( 2 3 ' 9 )
i/eA"! a s a :
D ow ód . Ponieważ funkcja a  spełnia równanie (2.3.2), to na mocy twierdzenia 1.3.8 istnieją 
homomorfizm m: S  —* C* oraz 0\ £  C*, b\ £ S, \  £ K\ takie, że
a ( x )  =  7 5 3  m (Ax)> x  e
AeA:
AeKi 1 0, M ¢- Ko,
m { x )  =  53  0xa ( x  +  &a), x  G 5.
AeA'i
Przyjmijmy L 0 := \K0\, L i  := \Ki\.
Korzystając z powyższych zależności zauważmy najpierw, że
Li E  f(x + Ay) = E  E  0nm(xb»)f(x + Ay) =
A6*o A e *p 6 * i
= E  E  53 + 0*)f{x + Ay), x>y e s>
Ag/C v€Ki
a także
53 53 53 +pbii)f(x+pM = 53 53 53 0*Aa(p_1y+M/(x+pM =
p€K  /i€Ai t^GAi pGA /jGAi i^GAi
=  53 53 0vm{p~ly ) f (x  +pbv) =  53 53 53 P^rn{a~1X y )f (x  +  A- 1<r6„ ) =
p6A' i/£A’i A 6 * i  <76*0 i/<SK'i
=  53 m (Ay) 53 ^  53 Z(x +  X^abv), x,y  G S.
Ag/Ci t'GAi (tG/^ o
Z powyższych równości mamy
Ii^i 5 3  / (*  +  Ay) -  5 3  5 3  &  5 3  / ( * + ^ p -1M ll =
Ag A o P ^ A i i/GAi <jGAo
= ii 53 53 E  &)/(*+*y)+
A e *  m sA'i i/g * i
~ 53 51 53 P^PMy + pbp)f(x + pMII <
pGA m^ A i t'GAi
< II 53 53 E  /VWA&,. + &)/(* + Ay)+
Ag A  ^ 6 A i  i/^A i
“ E  53 E  E  /(X + Ay + p{Xbtl + 6,/))11+
\eKii£Ki  i/e*i 17 p e*
+ ll E  E  E  E / (x+^ + A(y+ p6M))+
pGA jzGA'i i/GAi AgA
_ E  E  E  /^/Wy+^)/(^ + ^ )11 <
p e * f t e * i  1/6K 1
< E  E  E  I^ m^ I • ll“(A6M + A/)/(® + Ay) - y E  /(x + Ay + ?(A&M + M)ll+
A6* ł » 6 * l  1/6*1 p6*
+ E  E  E  IA*&I' Ht E  /(x + ^  + A(y + p6/i)) -  <*(y + ?M/(X + pMII <
pGA~ jiG A i i/Gifi AgA
<  E  E  iaai • [E  ¥>(® +  Ay, A6m +  ^ )  +  E  ^  y + /°M1 =
I*GA i  i/GAi AgA  pG A
=  E  E  l / w  • E  k ( x +  Ay, A6m +  6,/) +  tp(x +  Xb„, y +  Afc )^], x,y  G S.
U tK l  1/6*1 Ae *
Zachodzą także równości
E  ^  E  E  m (p(y +  v T~ lbv ) ) 53 ^  53 + =
i/G/Cl ff€iCo p€A'i k€Ao
= 53 P” 53 53 m ip y ^ p c r T - ' b , , ) 53 Pu 53 /(z + KP-1M =
l'GA’i (t€A’o p€/Ci /cGAo
= 53 Tn{py)Lo 53 /?,/7n(/>T_1M 53 ^  53 + =
pGKi 1/6/C1 fj,ę.Ki k€Kq
=  Lm iry )  53 Pt* 53 +  x ,y £ S .
/i£A'i k€Kq
Dla t  £  K i  zdefiniujmy funkcje
5t(x):= 3^ 53
i/6Ki ^e/co
Wówczas dla każdego t  € K i  mamy
| 53 gT(x  +  \ y ) - L o g T(x)\\ =  \\ 53 , 1 , E  & E  /(* + Ay+ ^ 6,,)+
AeK0 AgK„ Lrn (TX +  ATJ/j * 6 ^  a€K0
- z ^ y  E  & E  /(*+^_1wn =
~—~ — xT p i E  E ^ E  /(x +  Ay +  Actt ^ ,,)+
rx +  ry )LLi|m( )| AGKq i^eKi ^€Kq
- L m { T y )  E  Pu E  / (X +  CTT ^)11 =  
i/eKi <tgKo
-  Ag o E  A  £ / ( *  *  *  +
-  E  P" E  E  m(/°(y+ E  p» E  /(x+KP-liv)ii <
i'EAi (T’GA’opCA’i M^ A^  k€Kq
<  LL ilm frx  +  rt/)l ^3 ^  l|Ll ^  / (*  +  A?/+  A^ _1M +Liyi|m(rx +  ryj| „ 6Ko
-  53 m (p(y +  <7T-l bu))  5 3  Pu E  /(^ +  ^ -1 ^ )11 <
peKi p€Ki k&Ko
<  LL ,\ m (lx  +  T v ) \  ^  IA/| ^  ^3  E W l E W I  +  A(l' +  f fr " 1W - AŁ<' +  W +i lm (rx  +  T3/JI i/eKi <T6K0 m€Ki peK! AeK 
+  ¥?(x-|-A6p,y-l-crT_ 16I/-|-A6#i)] =  ipQ(x,y), x ,y  £ S.
Na mocy twierdzenia 2.2.3 dla każdego t  £ K i  istnieje odwzorowanie G T : S  —> X  takie, że
53 G t (x +  Ay) =  L 0G t (x ), x , y e S ,
AeK0
° °  1 
II5t(z) -  Gt (x)|| <  5 3 ^ *  (2 .2 ) +  7—V’fcCO, 53 ^ ) ) ,  x <= S, 
fc=o 0 i/eAo
G r(0) = » T(0).
Zauważmy, że
H/(x) -  53 m(T*)flT(*)H = il/(x) -  7 53 53 & 53 /(2+ -^ ,^,)11 =
T6/C1 t^K'i i/^Ki (tG/Co
= 11 53 /w m /(x) -  7 E ^ E  /(* + A6")H <
v & K i  ^  v & K i  \ € K
<  5 3  1/^ 1 • iw m / m  - 5 3 / (^ + am ii <  5 3  i/ M v^ .m . 2 e s .
1 / 6 K 1  A €/C  i/e A "i
Na mocy twierdzeń 1.2.11 i 1.3.9 funkcja F :  S —> X  dana wzorem
F (x ) := 53 m (rx )G T(x), x € S, (2.3.10)
r e / C j
spełnia równanie (2.3.7) oraz
f (o) = 53 m(ro)cT(o)= 53 ™(o)ft-(o)= 53 53 53 /(0+^-^) =
t € K  1  T 6 /C 1 r€ A T i i / £ / f i  L m \T V )  c & K q
= E t E  E  = £  t  E  / w .
i / e A -!  r e K i a Z K o  v £ K i  X € K
11/(2) -  F(2)|| < 11/(2) — 53 m(T2)3r(2)|| + || 53 m(™)ffT(®)- 53 m(T®)GT(®)||<
r e K i  t € K i  t S / C i
< 53 1^ 1^ (2,^ )+  53 M r2)i ii5r(®) -  gt (®)|| <
i / S / f i  t S K i
< 5 3  IA/|v?(2 , M +  5 3  ^ ( ^ ) 1 5 3 ^ ( 2 .2 ) +  7 - ^ ( 0, 5 3  ^2 )], x e s ,  
i/GiCi r6/Ci Jfc=o 0 i/e/fo
co kończy dowód. □
W  przypadku rzeczywistym mamy
TWIERDZENIE 2.3.6. Załóżmy, że (X , || • ||) jest rzeczywista. Niech funkcje f : S —>X,  
a:  S  —► C, a ^  const, (p: S  x 5 —> [0,oo) spełniają nierówność (2.3.1). Załóżmy, że funkcja 
a spełnia równanie (2.3.2). Wówczas istnieją homomorfizm m: S  —► C* oraz (3\ G C*, b\ 6 5, 
X & K\ takie, że
a(x) = 7 53 m (Xx)< x £ S,
x £K
H  0xm ( M  =  (  ^ K °'
AeA'i [ 0 ,  fj. ¢  / f 0;
m(x) = E  /?Aa(x + &A)> ^GS.
Ae/fi
Ponadto, jeżeli dla każdego t  £ K i
OO j
E ^ O * ' * )  +  yi>n{0, E  vx )\ <  OO. * 6 5 ,
n=0 "  i/g/f
^m infV 'n^.y) =  0, x , y e S ,  
gdzie
r° {X' y) = Wx\\m(Tx + Tv)\ ^  ^  E E l^ ^ lE [^ +Zy|Ai||m^rj +  Ty;| „^Kl<rąKo^ Kll>^Kl XeK
, - i »-I- A(y +  err b„), X +  bp) +  <p(x +  Xbp,y +  a r 1bv +  A6M)], x,y  e  S,
1 
LVn{x,y) =  j  E  C - i ( x +  A E  0*>y +  A E  w ) , x , y e s , n e
J AGK\{id} fi€K\{id} HSK\{i<l}
to istnieje odwzorowanie F  : S  —» X  takie, że
1_
L7  E  F (x  +  Ay) =  a (y )^ (* ) .  x , y e S ,  (2.3 .11 )' az k
||/(x) -  F(x)|| <  E  \Re Pv\ip(x,bv) +  E  (\Re m(rx)| +  \Im m (rx)\) E M t ( * . * )+
•>€ A'i t € * i fc=0
+  7 ^ 1 ^ (0 ,  E  CTa;) ] ’ 1  G (2.3.12)
1 01 a€K0
m  =  E  (2.3.13) 
i/etfi Ae/c
D ow ód . Poniewai funkcja a  spełnia równanie (2.3.2), to na mocy twierdzenia 1.3.8 istnieją 
homomorfizm m: S  —> C* oraz P\ G C*, bx E S, X e K i  takie, że
a (x) =  7  E  m(Ax), x  G S',
Aetf
A e*i [ 0 ,  fj. £ K 0,
m(x) =  E  ^ a ( x  +  6a), x G 5.
AeA'i
Przyjmijmy L 0 := |AT0|, L i := \K±\.
Zauważmy najpierw, że zachodzą nierówności
ll-ki 53 f { x  +  <ry)~ 53 53 Re (Pum{fxy)) 53 f ( x + <^P~%)\\ < (2.3.14)
t^G/Co p € K i //G/Ci aG/Co
< E E E  |Re (Ąx/?i/)| • M x +  Ay, Ai>M +  b„) +  y>(x +  A&„,y +  A6M)], x ,y  e S,
Ag /C /i G/Ci i/G/Ci
II 53 53 Im (/?„m(py)) 53 /(x + o ^ M II < (2.3.15)
pSA'i 1/eA'i <7€A'o
< 53 23 53 lIm (£#*&/) I ■ foK® +  Ay, A6m + 6^ ) +  ip(x +  Abv , y +  A6M)], x, y G 5.
A GA t/G/Ci //G/Ci
Istotnie, dla x , y  E. S  mamy
ii^i 53 f ( x + < r y ) -  53 53 Re ( f o M p y ) )  53 /(^+^^)11  =
ct6 A'o pSA'i i/€ATi <t€K q
= II5 3 Re ( 53 0nm (Xbv ) ) f ( x  +  Ay) -  53 53 Re (&/m (p_1y))/(x + pMII =
Ag /C ^G /C i pGA' i/GA'i
= II 53 53 53 Re (0n0v)a{Xbp +  b„ ) f ( x  +  Ay)+
Ag / c /iG /Ci i/ g /Ci
— 53 53 53 Re (/^)^3/+^)/(1 +pMii <
pGA" /iG /Ci i^G/Ci
< li 53 53 53 ^  (/^a m a ^ + m / ( x+ Ay)+
Ag /C /*G A i  i/G A i
— 53 53 53 53 7 11* (Ą‘A/)/(*+Ay+^ A6M+p6„)ii+
Ag /C /iG A i i^ G/Cj pG/C
+ li 53 53 53 53 TRe ( ą a ) / ( x + +  Ay+ apbti) +
Ag /C /iG /Ci i/G/Ci pG/C
— 53 53 53 Re (/v ^ M jz+ pM/Os+ pMII <
peA' f ieK i u&Ki
^ 53 53 53 lRe (^M^)l ■ I|of(A6M + b„ ) f ( x  + Ay) -  y  53 f ( x  + Ay + pXbfl + pbv)||+
A G /C /iG A i i/G/Ci pG/C
+ 53 53 53 lRe (0/ )^1 117-53/(2 + Pbv + A3/ + A/y6M) -  a (y  + p b ^ )f (x  +  pbv)\\ <
pGtf fi€K i 1/eA'i AgA
<  53 53 53 lRe ^ ) 1 ^  +  Ay, A6„  +  &„)+
Ag /C //G A i  t/G/Ci
+ 53 53 53 iRe (^/3^/)1^(^+/0&X/, 2/ + p6M) =
peA'/xeA-! j/g a ' i
= 53 53 53 lRe (0|A)I • [v>(* + Ay, A6łt + bv) + <p(x + A6„, y + AftM)],
A gA  /iG /Ci 1/G/C1
a także
u 53 E Im (/Ww)) E  /(x+crP-1MH =
pGA'i I'GA'i <r€/Co
= IIE E  Im (P<'m (p~1y ) ) f ( x + pM _ E Im ( E  Pi*m ( Xbn ) ) f ( x + A y ) l l  =
p&K 1/eA'i A € K  /teAi
= IIE E E Im G^AMy+pM/(x+pM+
pe/f i/eKi i i&Ki
- E  E E Im(^ x % +m/(x+a2/)h<
AeK i/eK i ii€K\
< li E E E Im (/^AMy+pM/(;e+?M+
p € K  v € K i  p e K i
~ E E E  E 7^(/^)/(2+^+^+-^)11+
AGA” /?£A
+ li E E E E 7Im (/v^ )/(x+Ay+pa&m+pM+
pGA A£iC i/£ A i /i€/C i
" E E E Im (/V^ )a(A^  + M/(x + Ay)|| <
\&Kis€Ki  /i£A i
<E  E E lIm Ofy*#')!' lla(y+ pfy*)/(x + p M  - ^  E  /(x + p ^  + Ay + A^ )!!^ -
p€A' i^€A'i fi^Ki \£K
+ E E E iIm owi -11^/(^+^+^ +^ ) - q(A6^ +6-)/(x+Aj/)H <
A£iC i/G/Cj /x€/C i pE/C
< E E  E  iIm (/3/1^1/) l<p(x + pbv, y + pby)+
p&K 1/eA'i f i€ K i
+ E E E lIm (^ A)lv’(x + Ay, AfrM + 6,,) =
AeA' 1/gK i n&K\
= E E E lIm OfyA)l • Mx + A£v,y + A6„) + *>(x + Ay, A^  + £>„)].
\€K i/€Ki
Dla t  £ K\ zdefiniujmy funkcje gT , h T : S —> X  wzorami
</T(x) := 53 Re L ^ v 53 f ( x  +  <TT-% ), x £ S ,  
i/eA"i ( '  ueKo
hT(x ) :=  53 Im ^  E  /(x +  tTT-1^ ) ,  x G S.
1/eA'i L,m\jx) a(_Ko
Pokażemy, że dla t  £ K i  zachodzą nierówności
Zauważmy najpierw, że dla liczb zespolonych w, z zachodzą nierówności
|Re w Re z\ +  |Im w Im z\ <  \wz\, (2.3.18)
|Im w Re z\ +  |Re w Im z\ <  \wz\- (2.3.19)
Ustalmy r  G K\. Ponieważ dla x,y £ S mamy
L i  £  gT(x +  \y) =  L 1 Y ,  £  Re L m (r (x  +  XvW ^  / (x +  Ay +  =
Ae*o A6*o  1/6*1 L m \T \X +  * y ) )  a(-Ko
=  £  Re L m M x  +  y)) £  L l £  / (*  +  Ml/ +  ^ _ 1W ),«/6*1 y ;j rtJro Ae/fo
a także
L 0-Łi5t(x) =  Lo-Łi Re Lm(TX) £  / (x +  Ar_1M  =
p€A'i ' ' AGAo
= i \ §  J , * *  /(* + A , r , w =
=  £  £  Re ( L m™ (x +  y)) £  ^  £  £  / (x +  Xk~ \ )  =
k6* i  /j6* i  ' ' ' '  1/6*1 176*0 A6*o
=  £  Re W r f x  +  v )) £  £  £  Re £  /«
1/6*1 ( +  (76*0 K6*1 P6*1 A6* o
“  ^  Im W r ~fe~+ ^ ) £  £  £  Im ( / V ^ y ) ™ ^ - 1^ ) )  £  1/6*1 L m \T\x +  y jj k(EKi peA:i Ae/Co
=  £  Re L m M x  +  v )) £  £  £  ^  ( / W * ( y  +  ^ _ 1M ) )  £  /(1/6*1  ^  ^ +  ^  (76*0 « 6* 1/06*1 A6*o
"  £  Im L m M x  +  v )) £  £  £  Im ( / W « ( y  +  <^- 1M ) )  £  . 1/6*1 T  y)) a€Ko k€Ki pę.Kl X€K0
to korzystając z (2.3.14), (2.3.15), (2.3.18), dla x,y  G 5  mamy
-ŁiII £  5r(® +  Ay) - L 0gT(x)\\ =
AeAo
= 11 £  Re W r t  +  lf)) £  L l £  /(x +  A(y + ar-^))+
1/6*1 +  y ; j  a eA -0 A e * 0
“ £  Re L m M x  +  vW £  £  £  116 (/W ^y + ^ M ) )  £  /(x + A « - 16p)+
1/6*1 V fn\ T [X  i -  y ) )  p(_Ki A 6*o
+  £  Im T r n ( f ( l ±  „W £  £  £  Im ( / W ^ y  +  ^ ^ M ) )  £  / (z  +  A/C_ 1 6p)|| <
1/6*1  ^ < 7 6 * o « € * ip 6 * i  A6* o
- 53 53 Re (0pm(K(y+^7--1^ ))) 53 /(x + ak_ 16p)||+
k €K\ p€K\ AeAo
+ 53 lIm r , f",—v\i 53 li 53 53Im (/ ^ (^ + ^ -1^ ))) 53 /Oz+^^MII <
L m (T (X +  ^ )  <4 * 0  A€Ko
< e  ik» to(Tf;+y-))i e e e e i k  v>m \-
i/e/fi i v m ( r ( x - i - y ; j  X e K l i€ K l  peATi
• [^(x +  A(y +  o r -1&„), A6m +  6P) +  <^ (® +  A6P, y +  <jT~l bu +  A6^ )]+
+ £  iIm to(i ; +i5)i E E E E N  ovwveKi Lm {T [x  -t- y)) a€Ko XeK PeKi
■ [p (x  +  A(y +  (t t-1^ ) ,  Abfj. +  bp) +  v?(x +  Abp, y +  o t  ^  +  Ai>M)] =
= E E E E
v € K i  n € K i  p e K i  <?eKo \ € K  K K y , )  V V
• [v?(x +  A(y +  <jT~1bu), Afyt +  bp) +  <p(x +  Abp, y +  o t  *6,, 4- A6M)] <
< E E E E  E  • K»+ ^ +»>)+
1/eATi m€A’ i  p € * i  creKo Ae/c
+  <p(x +  \bp, y +  <XT~l bv +  Xbp)] =  L^o(x,y),
co pokazuje (2.3.16). Podobnie dla x,y  € S  mamy
/%L, E  M .+A,) -  *  E E  -  E /(.+* + w -
- S > “ z
A
rtk, .  / ^ „ e ł f o  AeK0
a także
0LoL\hT(x ) =  LoL i 53 Im — 53 /(x +  Ar^ftp) =
peA-i Aełfo
= E Im Tm(f(l 4-,,^  53 E 53 Re (PPm(Ky)m(K<TT V)) f(x + Xk %)+
i/etfl ^ ' -  ^~V >>cr€ K o i i€ K ip €K i X eK 0
+ 53 Re Tz^ '/~7~ i u 53 53 53 Im (/Wkj/Mkctt-1^ )) 53 /(x + Ak_1m =i/e/fi -i- yj) aeA-o Keis:i Ag/fo
= E Im Lm.Mx+v)) 53 E E Re (/W*(v + ^ _1M)) E /(x + A«_1M+
i/eA'i ^  +  a€K0 k£Ki pSA! AGKo
+ 3^ Re LmfrS + ti)) E E E i™ (0Pm(K(y + ar -X ) ) ) E /(X + A«-1^ )- i/€A'i -i- y>) a&Kok€Ki p€Kl XęKo
Korzystając z (2.3.14), (2.3.15), (2.3.19), dla x,y  e S mamy 
-kill E hT(x +  Xy) -  Lohr (x)\\ =
AeA'o
= I1 3^ Im L m ( r h  +  v ) )  E  Ll E  /(* + A(y+ (77--^))+^€AX ^ H H X +  y) )  a€Ko AeA'0
“ E Im Lmfrfi + u)) E  E E Re (0pTn(K{y + <7T~1bl/))) £  /(x + Ak"16p)+1/eA'i +  y j) ^g/fo KeKi peKi AeKo
_ E Re „u E E E Im (/w*(y + CTr_1M)) E /(* + A«_lbp)ll <1/eA'i +  y jj KeKi peKi AgKo
< 3^ lIm Lm(Hx + v) )\ Z  HLi E /(X + A(y + ^ 6,))+i/eAi ^ n x  +  y;; Ag/fo
-  E  E  Re (^p”i ( « (y  +  crr-1^,/))) 53 / (*  +  Ak_ 16p)||+
k^Ki /?gAi Aęi^ o
+ E iRe r-,/.?", „J E ii E E Im (/Wk(2/+ctt_1m)) 5 3  /(*+ak_1mii <
i/ 6 A i  L/TTl\T\X - r  y j )  aąKQ K£ K l p £ K l  X € K q
< E  iIm w T£ +!J  E  E  E  E  P* (PMi-i/eAi ^7h t (x -t- y;; AgK peA:i
■ [ f ( x  +  A(y +  <7T~1bl/), Xbfj, +  bp) +  <p(x +  A6P, y +  oT~ l bv +  A&^)]+
+ E  1¾ M tL j  E  E  E  E  lIm (AA)I-i/eAi i>m (r(x +  y )) Ae/f M6/fl p€/fl
• [p (x  +  A(y +  crT_1&„), A6m +  6P) +  ip(x +  A6P, y +  <jT~l bv +  AbM)] =
=  ^ . aS " 11"  M r ( » + « ) ) Re +  |Re M + t l ) ) 1*  (/," W I1 '
■ [^(x +  A(y +  <TT~^ bu), Xbft +  bp) +  y>(:r +  A6P, y +  a r~ l bv +  Xb^j] <
< E  E  E E E Tufefewnl ‘ M* + A(y + ffT - 1 6„ ),A 6#ł + 6p)+
i/€Ai ^ i  pt^i f t *  L m r { X  +  3/))|
+  ip(x +  Xbp,y +  (TT~l bv +  A ^ )] =  Lipo(x,y),
co daje nam (2.3.17).
Na mocy twierdzenia 2.2.3 dla r  G K i  istnieją dokładnie jedne odwzorowania GT,H T : S —» X  
takie, że
— ^ ] GT(x  -I- ~  G t (x ) i x ,y € S,
L ° *CK0
7 -  E HT(x +  cry) =  H r {x), x,y  G 5,
0 ct€*o
Gt ( 0 ) = 9 t (0), Hr(0 ) =  hr(0),
IIgT(x ) -  G r (x ) II <  x ) +  E aa?)]» x e S'
k=o 0 o-etfo
||/lT(x ) -  i/r(x)|| <  E ^ ( X-X) +  7 - ^ ( 0, E  X G 5-
Jfc=0 0 a€*o
Niech F  : S -+ X  będzie dana wzorem
F (x )  := E [Re m (rx ) GT(x ) -  Im m (rx ) # T(X)], x G S.
Na mocy twierdzenia 1.3.10 i 1.2.11 funkcja F  spełnia równanie (2.3.11). Mamy również
F ( 0) =  E [Re m (r0 )G T(0) -  Im m (r0)i/T(0)] =  E m(0)Sr(0) =
t€ *i tSKi
Lm(T°>
= 5 ; ? ^ E E  /( r^-’w = E  ^  E  / w -
i/^ K i t € A i <r€Ao t'GAi Ag A
Zauważmy, że
ll/(x) -  £  Re m (TX) 5r (x ) +  £  Im m (TX) M x )ll =
t GA i t GA'i
=  ||m(0)/ (x ) -  53 Re m (rx ) 9t (x )  +  53 Im m(rx ) M x)|| =
t £ * j r € K i
=  || 53 Re 0„a(bu) f ( x )  — 53 Re m (rx) 53 Re ^  c 53  / (*  +  ^ -1M +
i /g * !  re A 'i  1/6*1 '  '  creA'o
+  53 Im m (rx ) 53 Im ^  53 /(X +  <^_1M II =
re A 'i  t /£ * i  ^rn[TX)
=  || 53 Re pva(bv) f { x )  -  7  E  £  Re &  £  / (x +  ^ - ^ )1 1  <
1/ 6 * 1  r G * i  1/ 6 * 1  crG*o
<  E  lRe & I • lla (M / (x ) -  7  E  / (x + AMI <  E  lRe 0v\<p(x,bv), X  G S.
i / e * i  ^  A g *  * /6 * i
Stąd mamy
Y  Re m (rx ) G t ( x )  +  23 I™  m ( T X )  HT(x)\\ <
t€K i t&Ki
^ ll/(x ) -  E  ^  Tn(rx) gT{%) +  23 m (TX) hT{x )||+
t GATj r e K i
+  2 3  lR e  m (TX)\ ■ II9t (x ) -  G t ( x ) | |  +  2 3  lI m  m ( T X ) |  • | | M X ) -  H t (x )\\ <
r g K i  t GK i
<  23  i r « ^ | ¥ > (® ,m +  23 iRe m (r x )i 23[^fc(x ’ x ) +  5 3  ^ ) 1+
v€K\ t£K i k=0 0 crGtfo
+  2 3 1^ ^ ^ ) 1 2 3 ^ ( 2 ,^) +  7 - ^ ( 0, 2 3 ax)}' x ^ s -
t€ K i k=0 0 uGKo
□
W  przypadku stałej funkcji kontrolnej, z powyższych twierdzeń oraz wniosków 2.3.2, 2.3.4 
otrzymujemy
W n io s e k  2.3.7. Niech f : S —* X , a - . S —> K , 5 > 0  spełniają nierówność (2.3.4). Wówczas 
zachodzi co najmniej jeden z trzech przypadków:
( i )  Funkcje f  i a są ograniczone.
(i i )  Funkcje f  i a spełniają równanie (2.3.6).
( i i i )  Funkcja a spełnia równanie (2.3.2) i istnieje odwzorowanie F :  S  —> X  spełniające równanie 
(2.3.11) takie, że funkcja f  — F  jest ograniczona.
Zajmiemy się teraz badaniem stabilności wspólnego uogólnienia równania Wilsona i Drygasa. 
Zaczniemy od pewnego pomocniczego lematu.
L e m a t  2.3.8. Niech funkcje f : S - * X , a : S —> K , ( p : S x S - ^  [0, oo) spełniają nierówność
lly  23  f ( x +  xv) ~ < x (v )f (x ) -  7  23  / (Ay)H <  v fa v ) ,  x , j / e S .  (2.3.20)
\€K  AGA"
Wówczas zachodzi co najmniej jeden z dwóch przypadków:
(i) Istnieją xo,J/o £ S, M  >  0 takie, że
ll/WII <  M  23 H z ,  x0 +  Ay0) +  ip(z +  Ax0, y0) +  <p{z,x0) +  V (Ax0, W>)], z E S.
Ag A'
( i i )  Funkcja a spełnia równanie (2.3.2).
Ponadto, jeżeli zachodzi warunek (i), to dla zq G S spełniającego /(zo) ^  0 mamy
la (x)l < ner1 x ) +  r i i i f  mi 53 53 [^(*0 + MX, x0 +  Ay0) +  <p{z0 +  nx +  Ax0, 2/o)+
ll/(zo)|| L\\f(z0)\\
+  ¥>(zo +  mx,xo) +  ip(iix,xo +  Aj/o) +  ^(/łx +  Axo,yo) +<p(//x,xo) +  2^(Axo,yo)], x G S.
Dowód. Załóżmy, że nie zachodzi (i). Ustalmy x,y € S. Wówczas istnieje taki ciąg (zn)neN 
punktów ze zbioru S, że
||/(*n)|| >  nm ax(l, |a(y)|) 53 Vp (zu , x +  Ay) +  ¥?(z„ +  Ax,y) +  <p(zn, x ) +  ip(\x,y)]
Ae K
^  n 53 [<p(zn,x  +  \ y )+ v { z n +  Ax,y) +  |a(y)|<^(zn,x ) +  y>(Ax,y)], n G N. 
a  e / f
Wtedy, dla n G N  mamy
5 3  a (x +  Xy) -  a (x )Q(j/)l • ll/(2n)|| <
A e/f
< lir 53 a(X + Xy)f(Zn) + 72 53 53 /MX + A^ )) _ 72 53 53-^ + ^  + ^ ))11 +
A e /f  xeh ' / i eK  a  e K f i t K
+ H72 53 53 / ( ^ + ^  + ^ ) - ^ ( 2/)7 £ / ( ^ . + ^ ) - 1  53  / ( A3/)ii+
A eKfi&K ti£K A eA
+ l«(v)l • II7  53  /(** +  /“ 0 -  <*(x)/(zn) -  J  53 /(mx)||+
^ e /c
+ 11^ (2/)7 53 /(mx) + 7 53 / (Ay) — -72 53 53 /(mx + Ay)H <
h&k  A e /f  # ieA A e /f
< T 53 [^(Zn> X + Ay) +  ip(zn +  Ax, y) + |a(y)|y?(zn, x) + ^(Ax, y)] <
AeA: L n
Dzieląc powyższą nierówność przez ||/(zn)|| i zmierzając z n —► oo dostajemy
I7  5 3  a (x +  xy) ~  »(x )a (y )|  <  0,
A eA
co kończy dowód (ii).
Załóżmy, że zachodzi (z). Wówczas, dla zq g  5 takiego, że f (zo ) ^  0, mamy 
l<*(x)i • ii/(zo)|| <  i|q(x)/(z0) +  7  53 /(/**) -  7  53 /(z o +  #“ 0H +  53 li/(^o+ /*x)n+
/i€A /i€A
+  53 11/(^)11 <  ^(^o, x ) +  ^  53 53 M zo +  ^x, x0 +  Ay0) +  ip(zo +  fix +  Ax0, yo )+
Me A  \£K n€K
+  p ( z 0 +  fix, xo ) +  <p(fix, XQ +  Ayo) +  <p(fjtx +  Axo, yo) +  <p(fix, xo ) +  2</?(Axo, yo)], x  G 5,
co kończy dowód. □
Gdy w powyższym lemacie mamy stałą funkcję kontrolną, to otrzymujemy 
W N IO S E K  2.3.9. Niech f : S —> X , a : S —> K , S >  0 spełniają nierówność 
IIT £  /fa +  Ay) -<*(2/)/(z) ~  T  £  / (Ay)H <  6' z ,y  G S. (2.3.21)
Ae/C A e/C
Wówczas funkcje f  i a są ograniczone lub f  jest nieograniczona a odwzorowanie a spełnia rów­
nanie (2.3.2).
Pokażemy teraz twierdzenie mówiące kiedy mamy superstabilność.
T w i e r d z e n i e  2.3.10. Niech f :  S - >  X, a: S —> K , tp: S  x  S —> [0, o o )  spełniają nierówność
(2.3.20). Załóżmy, że funkcja a spełnia równanie (2.3.2). Jeżeli
VI ,J/e53 (zn)neN lim ■ 1 ^3 +  A^’ * " ) +  +  A^) +  ^ (AV> *■»)] =  °> (2.3.22)
° ° | a l^ ) lA€A-
to funkcje f i  a spełniają równanie
J2  f ( x +  Ay) =  Lot{y )f (x ) +  ^3 f{Xy), x ,y  G S. (2.3.23)
A€A' a e/c
Dowód. Dla x,y  G S  oraz ciągu (zn)neN spełniającego warunek (2.3.22), mamy
II7 £  /(* + Ay) -<*(»)/(*) -  t E  /(Ay)ll =
a e/c Ae/c
=  f }  \i 117  £  a(zn) f ( x  +  Xy) -  a(zn)a (y ) f  (x ) -  y E  a (zn)f(*y)\\ <
\<*{zn)\ L  X € K  L  ^
<  . / M[ Wy £  a ( Z n ) f { x  +  Xy) +  - J 2 f ( » Zn) ~ 72 £  £  /(* + Xv +  VZn)\\ +
m zn)\ L  X€K  l  l  X e K l i e K
+ 11-72 53 53 /(*+/*(*» + A^ )) -  7  E  a (*»+ A»)/(*) -  72 53 53 /(/*(*»+ Ay))ll+
a e/c^e/c Ae/c Ae/c^e/c
+ H72 £  E  /(A2/ + -  7  £  a(*n)/(Ay) -  7  £  /(^n)ll ] <1 Z-C * V *  ' r*  n /  T V 71''*' V''*/ T
\ € K  fj.eK X£K
<  1n  / XI £  +  Ay,Zn) +  <p(®.zn +  Ay) +  y>(Ay,zn)\ "-=3? 0.
Ae/c
□
WNIOSEK 2.3.11. Niech f :  S —* X, a : S' —► K, J > 0 spełniają nierówność (2.3.21). Załóżmy, 
że funkcja f  nie jest ograniczona. Jeżeli odwzorowanie a  nie jest ograniczone, to funkcje f  i a 
spełniają równanie (2.3.23).
Teraz pokażemy kiedy mamy stabilność. 
Udowodnimy najpierw pewien pomocniczy lemat.
LEMAT 2.3.12. Niech f :  S  —> X , a: S  —> K, (p: S x S  —> [0, oo) spełniają nierówność (2.3.20). 
Załóżmy, że istnieje yo G S spełniające a(yo) ^  1. Wówczas funkcje p,q : S —► X  dane wzorami
p{x) := f ( x )  -  7  53  / (Ax)< x e S <
A e*
q ( x )  ■ =  7  5 3 )  / ( A x ) ’  x  G
A e*
spełniają warunki:
I I t  Y  p x^ +  ~  a (y)p(x )W < v (* . i/ ) +  7  5 3 ^ ^ ) -
A e*  AG*
||,(x) -  (1 -  <  ą i  _ Ła (w )|  £  W A X ,» )  +  *.(A i# ,x )], X e S.
A e*
DOWÓD. Zauważmy, że
j J 2p(x +  xy) ~  «(y)p(*)ll <117 53 /(x + A^ )_ a ( y ) f(x) -  7  53 / ( Ay)ll+
A e *  A € *  ' A S *
+ ^ (2/)7 53 /(^ x) + ?E /(½) " A 53 53 /(^ x + A^)H <
/ t e *  AeA' A e * / t e *
<  ip(x,y) +  7  53 v {n x ,y), x ,y  G S'.
Me*
Mamy również
||(1 -  a(yo))q(x) -  (1 -  a (x ))g (y0)|| <
<  11^ (^0)7 5 3  / (^x ) +  7  5 3  / (½ °) -  72 5 3  Z !  /(*“ + Ayo)ii+
m€ *  A e *  A e*/ i6 *
+ H72 23 13 /(Ayo + ^ x) ~ a ( x ) y  53 /(½)) “ 7  53 /(^X)H <
A e*/ te *  A e*  /ie*
<  7  5 3  p i ^ y o )  +  7  5 3  ^ ( ½ ^ ) .  x g 5 .
^ e *  ^  A e *
Dzieląc powyższą nierówność przez (1 — a(yo)) otrzymujemy drugi warunek tezy. □
Rozważymy najpierw przypadek zespolony.
T w ie r d z e n ie  2.3.13. Załóżmy, że (X-, || • ||) jest zespolona. Niech funkcje f : G —>X,  
a:  S —> C, a ^  const, ip: S x S —> [0,oo) spełniają nierówność (2.3.20). Załóżmy, że funkcja 
a spełnia równanie (2.3.2). Wówczas istnieją homomorfizm m: S —> C* oraz f3\ G C*, b\ G S,
68
A G K\ takie, że
a (x ) =  y  53 fn(Xx), x  G 5,
Ae A
Aeffi t 0’ ^ ^ ^ 0-
m (x ) =  E  +  6a), x  G 5. 
A€ifi
Ponadto, jeżeli dla każdego t  £ K\
°o ^
E ^ ™ (X’ X) +  T^n (°> 13 " X)J <  ° ° ’ 1  G 5 ’
n=o i/eA
liminf ^ /£(x,y) =  0, x , yGS ,
n —>oo
gdzie
vo(x,y ) =  <p(x,y) +  7  E  v?(Ax,y), x ,y  g  5,
A6/C
^ .v ) = L|g . .^ +  )■ E E E E  i/Wpl£bo(x+-i- ry;| pgKi AeA
+  A(y +  trr- 161/),A 6#ł +  bp) +  <po(x +  \bp,y +  crr-1^  +  Afc )^], x ,y  G 5,
V£(x ,2/) =  7  53 ^ - i (®  +  A 53 +  A 53 w)> ® ^ G 5 ,  j iGN,
AeA\{id} n€K\{id} n€K\{id}
to istnieją odwzorowanie F  : S —> X  oraz yo G S spełniające a(yo) ^  1 takie, że
Y  53 F (x +  Ay) =  a (y )F (x ) +  7  53 F (A2/), x > V e 5> (2.3.24)
AeA- AeA
II/ ( x )- F (x )| | <  5 3  l^ | - V o (* .M +  5 3  \ rn (r x )\ Y ^ m x ,x )  +  - r ^ - r k(0, 5 3  ^ ) 1+  
i/eA'i re Ai fc=o 1 01 i/eAo
+  TTi— 1 ( m 53 2/°) +  ^(Aj/o, ® )], x  G 5, (2.3.25)
L \ l - a ( y 0) \ ^ K
II7 E  / (Ax) -  7  E  W l l  <  n i 1 / M E M Ax-yo) +  v (A w ,* )],  x e S .  (2.3.26) 
L £ k  L > L \ l - a ( y 0) \ ‘^
Dowód. Korzystając z poprzedniego lematu oraz twierdzenia 2.3.5 dla funkcji p: S —> X  
danej wzorem
p(x ) \= f ( x )  -  7  E  f ( Xx)< x e S ,
dostajemy istnienie takiego odwzorowania P\ S —> X, że
y  £  P (x  +  Ay) =  a (y )P (x ),  x ,y  G S,
A6 *
||p(®)-P(®)|| <  £  l^ lv »o (* .M +  £  +  Y  " x )]> x e 5 ,
i/6* i  r 6* i  *1=0 1 01 >/€*o
(^o) = E y E  p(am = E t IE /(am - E  i  £  /(^)i =
i / e * i  A e *  i / e * i  A e *  A e *  ^ e *
= E E/(aM] = °-
i/6* i  A e *  A e *
Również z poprzedniego lematu dla odwzorowania q: S —*• X  danego wzorem
<l(x) ’■= T E  /(Ax)’ x G 5’
A e *
oraz dla yo € S  spełniającego a(j/o) 7^  1 mamy 
9(3/o) u ^  1
lift M
A e*
Zdefiniujmy odwzorowanie F :  S —+ X  wzorem
IW*) -  (1 -  Q^ ) l ^ ) l l  < L |1 -  a(w>)| E + <P(Ayo,*)], - € 5 .
F (x )  =  P {x )  +  (1 -  a (x ))  l  ’ x € S -
Wówczas, przyjmując c :=  , mamy
j  E  F(xv) = 7 E  p(A^) + (1 _ 7 E  a(Ay))c = a(y)p (°) + (1 -  Q(y))c =
L  A e *  A e *  A e *
=  (1 -  a(y))c, y G 5,
y E  F(x + Ay) = 7 E  p(x + Ay) + (1 - 7 E  Q(x + A^ ))c =
L  A 6 *  A e *  A e *
=  a (y )P (x )  +  (1 -  a (y )a (x ))c  =  a (y )[P (x ) +  (1 -  a(x))c] +  (1 -  a (y ))c  =
=  a (y )F (x )  +  7  E  F (XV)' X’V e S ’
A e *
a także
||/(x) -  F(x)|| <  ||p(x) -  P(x)|| +  ||g(x) -  (1 -  a(x))c|| <
< E  1^ 1^ 0(1 ,^)+ E  M rx)l£ME(®,*) + r^7^(°’ 53 "x)]+
1/6*1 r 6 * i  fc=0 1 01 i/e * o
+  TH— 1  , TT E  [^ (Aa;. Vo) +  ^ (Ayo, ®)], x 6  S,
L \ l - a { y 0)\
|| £  f ( Xx)  -  ] T  F(A*)|| =  ||gOr) -  (1 -  a(s))c|| <
AS K  A €K
<  Th— 1 I M E H Xx’ yo) +  ®)], X€  S,
^l1 - “ (»>) IaI a-
co kończy dowód. □
W  przypadku rzeczywistym mamy
TWIERDZENIE 2.3.14. Załóżmy, że (X , || • ||) jest rzeczywista. Niech funkcje f : S —>X,  
a:  S  —» C, a ^  const, ip: S x S  —> [0,oo) spełniają nierówność (2.3.20). Załóżmy, że funkcja 
a spełnia równanie (2.3.2). Wówczas istnieją homomorfizm m : S  —> C* oraz 0\ G C*, b\ G 5, 
A 6 K i  takie, że
a ix ) =  7 ^  m (X x ) ,  x  e  S,
A6 K
Aeffi 0, A* £ K 0,
^ ( 1) =  E +  b\), x G 5.
A€/Ci
Ponadto, jeżeli dla każdego t  E K\
OO 2
E ^ n O 3^ )  +  y ^ ( 0 ,  23  <  0°. 2 e  5,
n=0 1/6/f
lim inf ^ ( * ,  y )  =  0, x, y  € 5,n—»oo
gdzie
<Po{x,y) =  v ( x , y )  +  j  23  ¥>(**. J/)» x ,y  € S,
\€K
r ° [ x ' y) =  LIK!\\m(TX +  Ty)\ ^  ^  ^  E  I^WpI E  [*(*+v&Kl c&Ko p&Kl x<eK
+  A(y +  crT~1bl/), Xbfj, +  bp) +  <p(x +  Abp, y  +  <JT~l bv +  A6M)], x , y  G S,
rpn(x >v) =  T  E  ł n - i ( *  +  A E  +  A E  w ) ,  x ,y  e S, n G N,
ASA'\{«Z} ^eA'\{icZ} fi€K\{id}
to istnieją odwzorowanie F  : S —> X  oraz yo G S spełniające a(yo) 7^  1 takie, że
j  23 F (x  +  Ay) =  a (y )F (x )  +  \  £  F (A y ), x , y  £ S, (2.3.27)
OO
||/(x) -  F(x)\\ <  53 \Re Pv\<Po(x>bu) +  53 (\Re m(Tx)\ +  \Im m (rx)|) 5 3 ( ^ 0 ^ ) +  
i/GA'i t€K\ k= 0
+  53  +  Th— 1 , M +  (2.3.28)
|| j  53 /(Aa?) -  7  E  ^(As)|| <  Tp:— 1 , V, £  [V»(A*.W)) +  ^(Ay°,x )], x £ S. (2.3.29) 
L xZlc L xth- W  -  a W)\ K K
D o w ó d . Korzystając z lematu 2.3.12 oraz twierdzenia 2.3.6 dla funkcji p: S —> X  danej 
wzorem
p(x) :=  /(x) -  7  53 / (Ax) ’ 1 e  5 ’
dostajemy istnienie takiego odwzorowania P : S —> X, że
y  53 p (x +  Ay ) =  x - y 6 5’
A eA
OO
||p(x) -  P (x ) ||<  53 | R e & | v o (*A )+  53 (IRe m(rx)| + |Im m (rx)|) 53ME(x,®)+
IZ&Kl T g /fl fc=0
+ 53 aa;)]’ x G ^
P(o) = 2 5¾-  E = E  ^ l E  /(*M - E  t E  /(mm,)] =
i /e K i a g a  i /e K i a g a  a g a  m sk -
= E  E  /(«-) -  E  /(*M = o-
i/e/C i a g a ’ a g a ’
Również z poprzedniego lematu dla odwzorowania q : S —> X  danego wzorem
<l(x ) '■= T  5 3  / (Aa;) ’ x G S'
AG A'
oraz dla yo E S' spełniającego a(yo) 1 mamy
H<?(x) -  (1 -  a(x)) U < 1 $ 3 ^ (A*'W>) + V(AW),*)], x £S.
l - a ( y o )  £|1 -  a(yo)|
Zdefiniujmy odwzorowanie F  \ S  —> X  wzorem 
F (x )  =  P (x )  +  (1 -  a(x))r ^ L y ,  x e S .
Wówczas, przyjmując c :=  , mamy
7 53 F (Ay ) =  7  53 p (Ay) +  (1 _ 7  53 a (Ay))c =  Q(y)p (°) +  (1 -  a (y ) )°  =
L  AGAT AGA" V  AGK
=  (1 -  a (y ))c , y G 5,
a także
7 53 F(x + Ay) = 7 53 p (x + Xy) + (1 - 7 53 a(x + A^ ))c =
\eK  A SK  A eK
=  a (y )P (x )  +  (1 -  a (y )a (x ) )c  =  a (y ) [P (x ) +  (1 -  a (x ))c ] +  (1 -  a (y ))c  =
=  a (y )F (x )  +  7  £  F(Xy), x,y  G S.
\€K
Stąd
||/(x) -  F(x)|| <  ||p(x) -  P(x)|| +  ||g(x) -  (1 -  <*(®))c|| <
OO
<  £  |Re Pv\tp(x,bv) +  £  (|Re m(rx)| +  |Im m (rx)|) £ [V > fc (x ,x )+
i/£Ai t€Ai Jfc=0
+  j h rk { ° '  £  ^  +  L II - a ( y  )| ^  W>) +  <p(Ay0,x )], x g S ,  
1 ^GAo a g a
N t 13 / ( Ax) -  7 53 F (Ax)H= i w * ) _ (1 -  a (2/))cii <
AeA' AeA'
1
7Pj— -7-TT  X 3 k ( Ax ,yo ) +  ^ (Ayo ,x )], x G S. 
I -  “ (2/0)1 f r t\<=k
co kończy dowód. □
W  przypadku stałej funkcji kontrolnej z powyższych twierdzeń oraz wniosków 2.3.9, 2.3.11 
otrzymujemy
WNIOSEK 2.3.15. Niech f : S —> X , a : S —* K , d > 0  spełniają nierówność (2.3.21). Wówczas 
zachodzi co najmniej jeden z trzech przypadków:
(i )  Funkcje f  i a są ograniczone.
(i i )  Funkcje f  i a spełniają równanie (2.3.23).
( i i i ) Funkcja a spełnia równanie (2.3.2) i istnieje odwzorowanie F :  S —► X  spełniające równanie 
(2.3.24) takie, że funkcja f  — F  jest ograniczona.
Zanim przejdziemy do badania stabilności w największym uogólnieniu, udowodnimy nastę­
pujący
Lem at 2.3.16. Niech f , g , h : S ^ X , a : S ^ > K , < p \ S x S - +  [0,oo) spełniają nierówność 
I I t  53 +  Xy) ~  a (y )5 (x ) -  /i(y)II <  <p{x,y), x, y G S. (2.3.30)
AeA'
Wówczas odwzorowanie q : S —*• X  dane wzorem 
q{x) :=  a (0 )[s (x ) -  p(0)], x G S,
spełnia nierówność
lly  53 Q(x +  Xy) - a o(y)g (s ) -  7  E  9(A2/)II <  <P(x >3/) +  <P(0.y)+
L  AG/C AG/C
+  7  5 3  b ( x +  Ay, 0) +  <p{\y, 0)], x , y e s .
A<ek
Ponadto
||/(a:) -  q{x) -  a (0)g(0) -  h(0)|| <  </?(x,0), x G 5,
||/i(x) -  h(0) -  (q (0) -  q (® ))s (0) -  7  53 9(Ax)H < ^(O-®) +  7  53 ¥KAx’ 0) ’ x € S -
L  a g / c  a g / c
Dow ód . Zauważmy, że
ly  53 ^(x +  A» )  _  ao (y M x) -  7  53 9(Ay)|| =
^  AG/C Ag /C
=  1I7  5 3  a (°)[ff(x +  xv ) -  3(°)1 -  a (y )b (x) -  s (°)] -  7  53 a (° ) [s (Ay) -  s (°)]ll =
L  AGA' Ag/C
= II7  53 a(°)ff(x + xv )  ~  a (y )9(x) + 0(3/)0(0) — y 53 a(°)3(Ay)ll <
L  AG/C Ag/C
< II7  53 a (% (x + xv) +  M °)-  7  53 / ( x +  A3/)ll+
L  a g /c  a g /c
+  II7  53 / ( x  +  A3/ )  “  a (y )9 (x )  -  % ) l l  +  llQ ( 3/ ) 3 ( 0 ) +  K v )  -  7  53 / ( A3 / ) l l +
L  AG/C Ag/C
+ I I 7 E  f^y) - q(°)7 53 3(Ay) - M°)ll <
L  AG/C AG/C
<  </>(x,y) +  <p{0,y) +  ^  2 3 b ( x +  Ay,0) +  <p(\y,0)], x,y e S.
a g /c
Mamy również
||/(x) -  q (x ) -  a ( 0)S (0) -  h(0)|| =  ||/(x) -  a (0)fo (x ) -  g (0)] -  a ( 0)$ (0) -  h (0)|| =
=  ||/(x) -  a (0)<7(x ) -  /i(0)|| <  <p(x,Q), x G 5,
||/i(x) -  h(0) -  (a (0) -  q (x ))y (0) -  7  5 3  ?(Ax)ll <
AG K
<  ||a(x)S(0) +  h (x ) -  j  5 3  /(Ax)|| +  H7  53  / (Ax) -  7  £  <?(Ax) ~  a ( % ( ° )  “  h(0)\\
AGA' AG/C AGA'
<  <^(0,x) +  7  53 <p(Ax,0), X  G  5.
□
Twierdzenie stabilnościowe w największej ogólności zaczniemy od przypadku zespolonego.
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TWIERDZENIE 2.3.17. Załóżmy, ze (X, || ■ ||) jest zespolona. Niech funkcje f ,g ,h :  G  —*• X, 
a: S —► C, a  ^  const, a(0) ^  0, y>: S x S —*■ [0,oo) spełniają nierówność (2.3.30). Załóżmy, że 
funkcja ao :=  spełnia równanie (2.3.2). Wówczas istnieją homomorfizm m: S —> C* oraz 
f3\ G C*, b\ G S, A G K\ takie, że
a (x ) =  a (0 )y  53 »7i(Ax), i g S ,
AeA'
£  =  !  ^ 11, "  S
AgA’i { 0> Ko,
m (x ) =  53 /?Aao(x +  £>a), X G 5.
A eA i
Ponadto, jeżeli dla każdego t  £ K i
£ [V > n (x ,x ) +  yi>l(0, J2  W)} <  ° ° ,  1  G 5, 
n= 0  ^  1/6 A
lim inf V£(x, y) =  0, x, y G S,
Tl—>00
gdzie
0(x, y) =  <p(x, y) +  v?(0, y) +  y  £  b fa  +  A^  ° ) +  °)1 > x, y G S,
AeA
0o(x, y) =  6(x, y) +  j  53 9(Xx, y), x ,y  G S,
AeA
^5(3,2/)= ||m (rx  +  TJ/)| 5 3  5 3  13 5 3  I ^ W p l  E  [0O(X+i,|ni||m(,rx +  ry;| veKl ^ Ko ^eKl peKl AeA"
+  A(y +  u t -1 ^ ) ,  Afy, +  6P) +  0o(x +  Xbp,y +  crr-1 ^  +  Aft^)], x ,y  G 5,
=  7  53 V’n - i fa  +  A 53 ^ x ,y  +  A 53 ^3/), x, y G 5, n G N,
AeA-\{id} /4eA\{i(i} /ieAT\{id}
to istnieją odwzorowania F ,G ,H  : S —* X  oraz yo € S spełniające a(yo) 7^  a (0 ) takie, że
ł  53 F (x  +  Ay) =  a (y )G (x ) +  t f (Ay), x, y G S, (2.3.31)
AeA ^  AeA:
||/ (x )-F (x )||  <  tp(x,0) 53 l&|0o(*A) +  53 \m (rx )\J2 [rk( x , x )+
1/eA'i reA'i fc=0
+ r^ T^ fc(0> 53 ^)] + Tri—!v / v 53 [0(A;r’ W>) + 0(A2/o, ®)], x G 5, (2.3.32) 
'K °' ^ 0  X,|! -  aro(lto)|
||p(x) -  G(*)|| <  E  E  1 ^ 1 +  1 / 0 ^ 0, £  ^
1/e /C i t € K i  “ W  fc=o 1 0 1  v e h 'o
+  T i rn t  1 — 7— \T £  [0 ( A x > *«>) +  6( Xy ° ’ x ) l ’ x  e  5 ’ (2.3.33)L|a(0) -  a (y0)|
||fr(x)-/7(x)||<p(0,x) +  y  £ y> (A x ,0 ) +  1 £ [f l (A x ,y o ) +  g(Ay0,x)], x 6 5.
L AeiC I ov3/o J I A e/c
(2.3.34)
Dowód. Korzystając z poprzedniego lematu oraz twierdzenia 2.3.13 dla funkcji q: S —> X  
danej wzorem
q{x) := a(0 )[g (x ) -  5 (0)], x G 5,
dostajemy istnienie takiego odwzorowania Q: 5 —► X, że
y  V  Q (x +  Ay) =  a 0(y )Q (x ) +  7  £  Q(Ay)> x,y e S,
L  X&K A6K
||ę(*)-Q(x)|| <  £  |/M0o(x , M +  £  H T x )| £ [^ (® , x )  +  T^-r^fc(0, £  vx)] +
ł/6 A'i tG/Ci fc=0  ' 01 v€K0
+  L |1 - ‘. M  £ |e(Al' w ) +  1  e  5 '
ni e  iw  - z £ « (ai)|1 ^ u -i,w ig/ (Ai ' w ) + ^ o' i>1' 1  e s-
Zdefiniujmy odwzorowania F , G , H : 5  —> X  wzorami 
F (x )  Q (x )  +  a(0)ff(0) +  /i(0), x G 5,
G (x ) “7ńT^(x ) + ^ (° ) ’ x e S ’ a(0)
H (x )  :=  y  £  Q(Ax) +  (a(0 ) -  a (x ) )g (0) +  h(0), x G 5.
AeA'
Wówczas mamy
j  £  F (x  +  Ay) =  j  £  Q{x  +  Ay) +  a ((% (0 ) +  h(0) =
L  AeA" a s a :
=  a0(y )Q (x ) +  i  £  Q(Ay) +  a(0 )5 (0) +  ft(0) =  a ( y ) [ ^ Q ( x )  +  s (0 )]+  
ag/c
+  i  £  Q(Ay) +  (a (0 ) -  a{y))g(0) +  h{0) =  a (y )G (x ) +  H{y), x ,y  e S.
\eK
Dalej, korzystając z lematu 2.3.16 dostajemy 
H/Or) -  F (x )|| =  ||/(x) -  Q (x ) -  a (0)(7(0) -  h(0)|| <  ||/(x) -  q(x) -  a(0)^(0) -  h(0)||+
OO
+ Il?(a0 -  Q0r)|| < </?(x,0) + 23 \Pv\&o(x,bv) +  23 M rx )l EM fc(x’x)+
i/€Ki t£K\ k=0
+ 7^7^°’ E  vx )\ + TT!— \  u w 53 [0(Ax’ o^) + *(*»>•*)]» x € S ’
'K °\ u lK o  L '1 "  Q 0^ ° ) l  AGAT
|\g(x) -  G( x)II = ||s(x) -  ^ Q ( X) -  ff(0)|| = |^ll?(*) -  Q (x)II <
< E  1 ^ 1 ^ (^ ) + E  |!^ ^ lE [^ (x-x) + r^T^(0’ E  vx )\+
u e K  r e i f i  fe=o \K °\ ueho
+  £|»(0) -  a (i»)|  A5 |e(Al’ W) +  x)1' *  6 5 '
||ft(x) -  H(x)\\ =  HMD -  i  Y .  ~ (“ «•) -  “ (*))»«>) -  M0)ll <
A €K
< HM*) - t E  «(**)_ (a(°)_ a(x)M°) - M0)ll + II E  9(a*) _ E  9(^ )11 <
ASA' ASA" AGA'
<  ip(0, x ) +  \ E  ^ (Ax> ° ) +  TTj— 1 , \i E  W Ax’ yo) +  0(Ayo, ®)], x <E 5,
L aT a'  I qo(^ o)I Ag AT
co kończy dowód. □
W  przypadku rzeczywistym mamy
T w i e r d z e n i e  2.3.18. Załóżmy, że (X, || • ||) jest rzeczywista. Niech funkcje f , g , h : G —► X, 
a: S  —> C, a ^  const, a(0) 7^  0, <p: S  x S —> [0,00) spełniają nierówność (2.3.30). Załóżmy, że 
funkcja ao :=  spełnia równanie (2.3.2). Wówczas istnieją homomorfizm m : S  —» C* oraz 
P\ € C * , b\ £ S, \ £ K i  takie, że
q (x ) =  a (0 )y  23 m (A®), x G S, 
a g a :
E AmW = ( |Kl1’ " 6
a g a - i  {  o, Ko,
m(x ) =  E P*a ° (x +  6a), *  e  S.
ag a-i
Ponadto, jeżeli dla każdego t  £  K i  
00 1
E [V £ (x ’ x ) +  7- ^ ( 0, E  ^ ) ]  <  ° ° ’ x £ S '
n =0 i/GA'
liminf V£(®, y) =  0. x,y £ S,
gdzie
0(x, y) =  ip{x, y ) +  v?(0, y) + j  Y  +  +  ^ 1’ x ' y  e  S '
a e/c
0o(z,y) =  0(1-y) +  7  Y  9(Xx'y)’ x'yeS'
AeK
i>o(x,y) =  11^ 3 .+ - .)1  X  X ! X  X  l /w * p l  X  [^0(^+i | |m (rx  +  ry)  \ a&Ko p&Ki AeK
+  A(y +  <TT- 1fc„), Ai»M +  6^ ) +  #0(2 +  Mp>y + crr 1b„ +  At^)], x , y  £ S,
Vn{x,y)  =  j  Y  ^ l - i ( x  +  X Y  Mx ’2/ +  A X  W ) ,  x , y e S ,  n e N ,
A eK\{id} ;t€A'\{*<i} ^€K\{id}
to istnieją odwzorowania F , G , H : S  —► X  oraz yo £ S  spełniające c*(yo) 7^  a (0) takie, że
\  T  F (x  +  *y) = a (y)G (x ) +  7  X  x,y e S ,  (2.3.35)
L  AGK X£K
OO
||/ (x )  -  F (x )|| <  Y  \Re P» \ ' 0o (* ,M  +  X ! ll*c m (TX)\ + \Im m(Tx)\] Y[łUx’x)+
1/efCi 1-6 Ki k=0
+ T F 7 ^ 0, X  ^ )1  + f i l  _ L  XT yo) + (^As/0, a:)], x e s ,  (2.3.36)
l-Kol veKo L \L a ol.yoj| AeK
.. , , ... . ^  .Refa.n ( , X . V- |flem(ri)| + |/m m (n)|^
||f f(x )-G (® )|| <  Y  l"^7ńrl®°(*,b^ +  Y  ------------- uTnTi 2 ^ m \ x ’x )+
i/eKi Teif! |a w i fc=o
+  j j ^ (0' 1/1)1 +  i |a (0 )  -  o(|»)| £ [9(Al,!W) +  e(Ay0,X)1' I £ S ’ (2'3'37)
||/t(ar) -  H(x)\\ < <f( 0, i) + i  IZ V(^. °) + Tm— ‘ , 'T, £  le(Al’ M>) + S(AW, 4 « S  S.
L A6K I ^OU/OJI _\e/c
(2.3.38)
D ow ód. Korzystając z lematu 2.3.16 oraz twierdzenia 2.3.14 dla funkcji q: S  —* X  danej 
wzorem
q(x) := a(0)[g(x) -  0(0)], x  € 5, 
dostajemy istnienie takiego odwzorowania Q : S  —► X ,  że 
) V ( ? ( i  +  Aj/) =  a 0(y)Q(*) +  7 E  G M *  x -3/ e  5 -
L A£K ASK
OO
||g(x) -  Q (x)|| <  Y  lRe ^ \ 9 o ( x ,b v) + Y  0Re m (TX)\ + lIm m{Tx)\]
1/gA’l T gft’l fc=°
+ - ) ]  + l|i A ( w) || ^ ' w> + *(Av°'x>1’ * e *
Iły  £  -  7  £  Q(A*)|| <  JT]----1 ( X. £ [0 (A x ,y o) +  0(Aj/d,x)], x € S.
L  xth- L  >%  L\l -ao(yo)\
Zdefiniujmy odwzorowania F ,G ,H  : S —> X  wzorami 
F (x ) := Q{x)  +  a (0)5 (0) +  /i(0), x G 5,
a (0)
(x) :=  7  £  Q(Ax) +  (a(0) -  a(x))^(0 ) +  h(0), x £ S.
\ € K
Wówczas mamy 
7  J2  F (x +  a2/) =  7  £  Q (x +  Ay) +  a (0)y (0) +  h{0) =
AeA' AeA'
=  < * o ( y ) Q ( x ) +  7  £  Q ( A y )  +  a ( 0 ) f f ( 0 )  +  / i ( 0 )  =  a ( y ) [ - ^ — Q ( x )  +  f f ( 0 ) ] +
L  k k  a (°)
+  7  J2  <5(Ay) +  (a(0) -  ct(y))g(0) +  /i(0) =  a{y )G (x) +  H{y), x ,y  e  5,
AeA-
a także korzystając z lematu 2.3.16 dostajemy
||/(x) -  F(x)|| =  ||/(x) -  Q{x) -  a(0)p(0) -  /i(0)|| <  ||/(x) -  q{x) -  a(0)g(0) -  h(0)||+
+  ||g(x) -  Q(x)|| <  <p(x, 0) +  £  |Re l3v\6Q{x,bv) +  £  [|Re m(rx)| +  |Im m(rx)|]-
v£ K i  reATi
■ Y t y k ( x ’ x ) +  T jT -M {0, £  ^)1 +  771— 1 m £ [ g(Ax;yo) +  g(Ayo,x)], x e S ,  ^0 l*ol 4 if0 L |1 -  a 0(y0)|
||5 (x) -  G(x)|| =  |b(x) -  ^ y Q ( x )  -  5(0)|| =  J ^ M X) ~  Q (x )II <
^  ^  |Re p„\a L , , ^  |Re m(rx)| +  |Im m (r x )| ^ r.,T/_ ,
4 S ,  w So( i ' w + —  £ A (  ’ ’
+  r a # < ° ' „ S „ 1/1)1 +  ^ ( 0) - a ( w ) i S |e(Al' w>) +  X>1 1  6 S’
||ft(i) -  H(x ) \\  =  ||ft(z) -  i  £  Q ( A * ) -  (o:(0) -  a ( x ) ) g ( 0 )  -  ft(0)|| <
AeA:
<  HM*) -  7  £  g(Ax) -  (a(0) -  a (x ))9(0) -  /*(0)11 +  || £  <?(Ax) -  £  Q(Ax)|| <
AeA" AeK AeA:
<  </?(0, x) +  y  £  v?(Ax, 0) +  — — 1 . £  le (Ax’ yo) +  0(XVO’ x )] ’ x e  s ’
L  i L | l - a 0(yo)|
co kończy dowód.
Z powyższych twierdzeń, wniosku 2.3.15 oraz lematu 2.3.16, otrzymujemy
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WNIOSEK 2.3.19. Niech funkcje f , g , h : G —» X,  a: S —► C, a ^  const, o:(0) 7  ^ 0, <5 >  0 
spełniają nierówność
II7  ]C f ( x + A^ ) “ a(3/)ff(x) “ %)ll < 6-
a g  k
Niech dalej ao :=  ^ y .  Wówczas zachodzi co najmniej jeden z dwóch przypadków:
(i )  Funkcje f , g , h  i a są ograniczone.
(i i )  Funkcja ao spełnia równanie (2.3.2) i istnieją odwzorowania F , G , H : S —> X  spełniające 
równanie (2.3.31) takie, że funkcje f  — F, g -  G, h — H  są ograniczone.
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